
四川理工学院课程实施大纲

课程名称      概率论与数理统计     
课程代码         10000391         

授课对象       理工本科各专业     
授课教师           李柳芬         
学院               理学院         
学分                  2           
总学时                30           
四川理工学院课程实施大纲目录
说明…………………………………………………………………3
基本信息……………………………………………………………4
教学理念……………………………………………………………4
课程描述……………………………………………………………4
教师简介……………………………………………………………4
课程目标……………………………………………………………4
课程内容及学时分配………………………………………………4
课程教学实施………………………………………………………6
第一讲………………………………………………………………6
第二讲………………………………………………………………11

第三讲………………………………………………………………18
第四讲………………………………………………………………23
第五讲………………………………………………………………28
第六讲………………………………………………………………35
第七讲………………………………………………………………42
第八讲………………………………………………………………49
第九讲………………………………………………………………60
第十讲………………………………………………………………73
第十一讲……………………………………………………………81
第十二讲……………………………………………………………90
第十三讲……………………………………………………………99
参考书………………………………………………………………112
学生课程学习要求…………………………………………………112
课程考核方式及评分规程…………………………………………112
课堂规范……………………………………………………………113
课程资源……………………………………………………………113
学术契约……………………………………………………………113
四川理工学院课程实施大纲

《概率论与数理统计》

说明
概率论与数理统计教学实施大纲包括基本信息、教学理念、课程描述、教师简介、课程目标、课程内容及学时分配、课程教学实施、参考书、学生课程学习要求、课程考核方式及评分规程、课堂规范、课程资源、教学合同等13部分内容。其中课程教学实施是本大纲的主要阐述内容：在主要参考线性代数 (许彪、谢巍、兰恒友主编，西南交通大学出版社出版) 教材，在自然章节的基础上分15个讲授单元，一个课时作为机动课时，总计30学时进行授课，每一授课单元累计教学时间2课时。以教材自然章节为撰写单元，撰写内容包括教学目标，教学重难点，教学内容，教学过程等。其中教学过程以每一讲为单位依次进行撰写，包括具体的课堂设计，采用的教学方法、授课过程，课堂讨论的主题、相关阅读材料、作业内容、课前准备情况、课后反思内容等方面，个别章节依据授课内容做细微调节。本大纲以工程数学概率统计简明教程(同济大学应用数学系 主编，高等教育出版社出版) 为主要讲课参考教材，同时参考《概率与数理统计》王林书编  科学出版社、《概率与数理统计》周圣斌，周长新，李金玉编  中国矿业大学出版社、《概率统计典型题》龚冬保，王宁编  交大出版社、《概率统计》第二版  同济大学概率统计教研组编著 同济大学出版社、《概率论及数理统计》第二版  梁之舜 邓集贤等编著  高等教育出版社、《概率引论》 何书元编著。
概率论与数理统计课程实施大纲
	基本信息

课程代码：10000391
课程名称：概率论与数理统计

课程学分：2    

课程总学时：30       

先修课程：高等数学、线性代数

开课学期：2015-2016/1

授课对象：自动化141-144及卓越班、过控141-144及卓越班
任课教师：李柳芬

任课教师联系方式：13541688509


一、 基本理念

第一，着重基础，着重标准。在我国迄今为止，有关数理统计教材不少，这些教材和理论参考文献各自保持了自己的特色。只有着重基础，着重标准，才能与国际先进的理论研究趋势保持一致。

第二，力求在简洁的基础上使学生能从整体上了解和掌握该课程的内容体系，使学生能够在实际工作中、其它学科的学习中能灵活自如地应用这些理论。
二、课程描述

《概率论与数理统计》是研究随机现象客观规律性的数学学科，是高等学校理、工科有关专业的基础干课，对高校的统计专业本科生它也是一门学科基础课程。

从学科性质上讲，它是一门基础性学科，它为统计专业学生后继专业课程的学习提供方法论的指导。学生对这门课的掌握程度直接关系到统计学科培养目标----“经济和管理领域中善于在定性分析基础上从事定量分析的专门统计人才”的实现。

本课程为理、工、经、管各专业的后继专业基础课和专业课（如随机过程、统计信号处理、随机信号分析、统计模式识别、统计物理、计量经济学等）提供概念、理论基础和应用方法支持，为今后从事的各种随机动态系统（如通信系统、计算机控制系统）的规划论证、系统分析、设计、仿真、决策与控制研究提供数学思想和数学方法支持。

三、教师简介
李柳芬，讲师，硕士研究生，本科毕业于兰州大学数学系信息与计算科学专业，硕士毕业于云南大学基础数学专业，主要研究方向是应用泛函分析方向向量优化。

四、课程目标

通过本课程的教学，应使学生掌握概率论与数理统计的基本概念，了解它的基本理论与方法，从而使学生初步掌握处理随机现象的基本思想和方法，培养学生运用概率统计方法分析和解决实际问题的能力。
五、课程内容及学时分配
（1）随机事件及其概率（5学时）
随机事件与样本空间，事件的关系，事件的运算及性质，事件的独立性，样本空间的划分（完备事件组），概率的定义，概率的基本性质，古典概型，条件概率，加法公式，乘法公式，全概率公式和贝叶斯公式，独立重复实验，贝努利概型及计算。
重点：事件的关系及运算性质，事件的独立性，概率的性质及各种概率的计算。
难点：概率的计算

（2）一维随机变量及其分布（6学时）
随机变量的概念，随机变量分布函数的概念及性质，离散型随机变量的分布律及性质，连续型随机变量的概率密度及性质，二项分布，泊松分布，正态分布，均匀分布和指数分布，随机变量的函数的分布。
重点：一维随机变量分布函数及分布律，连续型随机变量的概率密度及性质，几种重要的分布，一维随机变量的函数的分布.
难点：一维随机变量的函数的分布
（3）多维随机变量及其分布（5学时）
二维随机变量的概念，二维随机变量的联合分布函数及性质，二维离散型随机变量的联合分布律及性质，二维连续型随机变量的联合概率密度及性质，二维随机变量的边缘分布，随机变量的独立性。

重点：二维随机变量的联合分布函数及联合分布律，二维连续型随机变量的联合概率密度，二维随机变量的边缘分布，随机变量的独立性，二维离散型随机变量的函数的分布。
难点：二维随机变量的边缘分布及随机变量的独立性，二维离散型随机变量的函数的分布
（4）随机变量的数字特征（5学时）
数学期望（均值）和方差的概念、性质及计算，二项分布，泊松分布，正态分布，均匀分布和指数分布的数学期望和方差，随机变量函数的数学期望，相关系数。

重点：各种分布的数字特征
难点：随机变量的函数的数学期望，相关系数

（5）数理统计的基本概念（3学时）

总体与个体，样本与简单随机样本，统计量，样本均值，样本方差及样本矩，三种分布（
[image: image1.wmf]2
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分布、
[image: image2.wmf]t

分布、
[image: image3.wmf]F

分布）及其性质，
[image: image4.wmf]a

分位数，正态总体某些常用统计量的分布。
重点：数理统计的基本统计量和三大分布
难点：三大分布的构造和性质
（6）参数估计（4学时）

点估计的概念，矩估计法，极大似然估计法，估计量的无偏性、有效性和一致性评选标准，区间估计的概念，单个正态总体的均值和方差的置信区间。
重点：矩估计和极大似然估计，置信区间
难点：区间估计
（7） 假设检验（2学时）

显著性检验的基本思想，步骤，可能产生两种错误，单个正态总体的均值和方差的假设检验。
重点：正态总体的均值和方差的假设检验
难点：双正态总体下的假设检验
六、课程实施
	第一讲
	课时/课次:
	教学日期（学年/学期）

	事件及事件的概率的概率
	2/1
	2015-16/1

	教学目标

	一、了解随机试验、样本空间、样本点的概念;

二、掌握随机事件的概念及事件的关系与运算;
三、了解事件的概率的公理化定义

	教学内容

	知识点：

一、随机试验的概念、样本空间、样本点的概念；
二、随机事件的概念、随机事件的关系及运算；
三、事件的概率的概念及性质；

重点:
事件的关系运算，事件的概率

难点: 

随机事件的关系及运算；

	教学过程及教学方法

	一、 随机现象、随机试验、样本空间、样本点（案例，提问，讲授）

例1-1      E1：抛一枚均匀硬币，观察其正反面出现的情况；

E2:  将一枚硬币连抛三次，观察其正面出现的次数；

E3: 掷一颗骰子，观察可能出现的点数；

E4: 记录电话交换台一分钟内接到的呼唤次数

E5: 在一批灯泡中任取一只，测试其寿命；

E6: 将一枚硬币连抛两次，考虑正反面出现的情况.

通过上例引出随机试验的的三个特点、样本空间样本点的概念
样本空间：实验的所有可能结果所组成的集合称为样本空间，记为
[image: image5.wmf]{}
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样本点：试验的每一个可能的结果或样本空间的元素称为一个样本点，记作
[image: image6.wmf]w

.

在一次试验中不可能发生的事件和一定会发生的事件，即

两个特殊的事件：必然事件
[image: image7.wmf]W

和不可能事件
[image: image8.wmf].
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二、 随随机事件的概念事件之间的运算关系
事件本质上就是集合，随机事件事实上是样本空间的子集，因此随机事件之间就存在着类似集合之间的关系：
1. 包含关系：如果事件A发生必然导致事件B发生，则称事件B包含事件A ，记作
[image: image9.wmf].
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对于任何事件A都有：
[image: image10.wmf]A
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2. 相等事件：若事件A与B相互包含，则称事件A与B相等，记作
[image: image11.wmf].
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3. 和（并）事件：事件A发生或事件B发生（或事件A和B至少有一个发生），记作
[image: image12.wmf]AB
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（或
[image: image13.wmf]AB
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推广：事件
[image: image14.wmf]1
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中至少有一个发生，即为事件
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，可简记为
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4.      4. 积（交）事件：事件A发生且事件B发生（即事件A和B同时发生），记作
[image: image17.wmf]AB

（或
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推广：事件
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同时发生，即为事件
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，可简记为
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5. 事件的差：事件A发生但事件B不发生，记作
[image: image22.wmf]AB
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（或
[image: image23.wmf]\
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）.

6. 互斥事件：事件A,B不会同时发生，即
[image: image24.wmf]AB

=F
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，则称事件A与B互斥.

7. 对立事件：事件A,B有且只有一个发生，即
[image: image25.wmf]AB
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且
[image: image26.wmf]AB
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，则称事件A与B互为对立事件，A的对立事件记为
[image: image27.wmf]A
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注意：若随机事件A与B对立，则A与B互斥，反之不一定成立。

事件的关系与运算即为集合之间的关系从集合的运算规则可以得到相应的事件的运算性质：

（1）
[image: image28.wmf]()
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（3）
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（4）
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除此之外，事件还具有如下的运算规律：

（1） 交换律
[image: image35.wmf]=
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（2） 结合律
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（3） 分配律
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（4） 德摩根(De-Morgan)公式
[image: image40.wmf]==
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.
结合律、分配律和德摩根公式还可以推广至任意有限个或可数无穷多个事件的情况.

例1-2  甲、乙、丙三人各向目标射击一发子弹，以A、B、C分别表示甲、乙、丙命中目标，试用A、B、C的运算关系表示下列事件：
（1）至少有一人命中目标：
[image: image41.wmf]ABC
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（2）恰有一人命中目标：
[image: image42.wmf]ABCABCABC
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（3）恰有两人命中目标：
[image: image43.wmf]ABCABCABC
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（4）最多有一人命中目标：
[image: image44.wmf]BCACAB
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（5）三人均命中目标：
[image: image45.wmf]ABC


（6）三人均未命中目标：
[image: image46.wmf]ABC
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三、概率的统计定义及性质
1. 频率

定义1-1  事件
[image: image47.wmf]A

在
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次相同的重复试验中出现
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为事件
[image: image51.wmf]A

在
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次重复试验中出现的频率.
显然，频率具有下列性质：

（1）（非负性）
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（2）（规范性）
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（3）（可加性）若
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为两两互斥事件，则
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2. 概率的统计定义

定义1-2  在相同条件下进行
[image: image57.wmf]n

次重复试验，事件
[image: image58.wmf]A

发生的次数为
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，事件
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发生的频率为
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充分大时，
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稳定地在一常数值
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得附近摆动，则称
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为事件
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的概率，记作
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由概率的统计定义与频率的性质，易见概率具有以下性质：

（1）（非负性）
[image: image68.wmf](
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（2）（规范性）
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（3）（可加性）若
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为两两互斥事件，则


[image: image71.wmf](

)

(

)

(

)

12

1

n

in

i

PAPAPAPA

=

æö

=+

ç÷

èø

UL

++


由概率的定义可知，概率是衡量事件发生可能性大小的量. 概率的统计定义虽然直观，但在实用上，不可能对每一事件都做大量的的重复试验，从中得到频率的稳定值，因此不便于实际计算使用. 另外，从数学上看，有些说法也不严密，不便于理论研究上使用. 

3. 概率的公理化定义及性质

前苏联科学家柯尔莫哥洛夫（Kolmogorov）从频率的稳定性与概率的统计定义得到启发，于1933年提出了如下概率的公理化定义. 

定义1-3  随机试验
[image: image72.wmf]E

的样本空间为
[image: image73.wmf]W

，如对于果
[image: image74.wmf]E

的每个事件
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，总有唯一确定得实数
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（1）（非负性）
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（2）（规范性）
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（3）（可列可加性）若
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称
[image: image81.wmf](
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PA

为事件
[image: image82.wmf]A

的概率.

    概率的公理化定义看起来抽象，但它反映了事件概率的本质. 需要指出的是：
[image: image83.wmf](
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可视为事件
[image: image84.wmf]A

的函数，值域为
[image: image85.wmf][
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0,1

，定义域为全体事件的集合. 
从概率的公理化定义可以导出概率的重要性质

性质1 
[image: image86.wmf](
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性质2（有限可加性）
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为两两互不相容事件，即
[image: image88.wmf](

)

ij

AAij

=F¹

，

，则
[image: image89.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

12

1

1

=

n

n

ini

i

i

PAPAPAPAPA

=

=

æö

=+

ç÷

èø

å

UL

+

        (1-1)

性质3  设
[image: image90.wmf],
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为两个事件，

（1）
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（2）若
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性质4  
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性质5(加法公式)   
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推论1     
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                                                              (1-6)

例1-4  已知
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例1-5   某市有甲,乙,丙三种报纸,订每种报纸的人数分别占全体市民人数的30%,其中有10%的人同时定甲,乙两种报纸.没有人同时订甲丙或乙丙报纸.求从该市任选一人,他至少订有一种报纸的概率. 



	作业安排

	教材习题一: 5,6,7,8

	课外思考

	1. 事件A表示三个人对某个问题的回答中至少有一人说“否”，B表示三个人对某问题的回答都说“是”。请问：事件
[image: image104.wmf]AB

U

，
[image: image105.wmf]AB

I

各表示什么含义？

2. 社会经济现象是否只分成确定性现象和随机现象？“某天的天气状况”是否属于这两类现象？试举出至少3种不属于这两类现象的社会经济现象。

3. 随机事件与集合的对应关系是怎样的？

4. 对立事件和互斥事件有和区别？

5. 小概率事件是否不会发生？

7. “概率为0的事件”是否必然是不可能事件？

8. 老师把n本学生的作业本随机的发给这n个学生，每人一本，计算至少有一个学生拿到自己的作业本的概率？
9. 设A, B为两个随机事件，且已知
[image: image106.wmf]11
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，

，就下列三种情形下求概率
[image: image107.wmf]().
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   （1）A与B互斥；    （2）
[image: image108.wmf]AB

Ì

；    （3）
[image: image109.wmf]1
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10. 设A,B,C为三个随机事件，且
[image: image110.wmf]1
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，
[image: image111.wmf]()()0
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，
[image: image112.wmf]1
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. 求A,B,C至少有一个发生的概率


	第二讲
	课时/课次:
	教学日期（学年/学期）

	等可能概型和条件概率
	2/2
	2015-16/1

	教学目标

	一、掌握古典概型和几何概型的计算方法;

二、掌握条件概率和乘法公式
三、掌握事件的独立性

	教学内容

	知识点：

一、古典概型和几何概型；

二、条件概率、乘法公式和全概率公式；
三、事件的独立性；
重点:
古典概型，条件概率及乘法公式、事件的独立性
难点: 

事件独立性的应用；

	教学过程及教学方法

	一、古典概型

定义2-1 若随机试验
[image: image113.wmf]E

满足以下条件：

（1） 样本空间
[image: image114.wmf]W

只有有限个 样本点，即
[image: image115.wmf]{
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（2） 每个基本事件的发生是等可能的，即
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则称此试验为古典概型，或称等可能概型.

     设事件
[image: image117.wmf]A

包含
[image: image118.wmf]k

个基本事件，即
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由此，在古典概型中，如果样本空间的样本点总数为
[image: image122.wmf]n

，事件
[image: image123.wmf]A

由
[image: image124.wmf]k

个样本点组成，则事件
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的概率为
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             (2-1)

典型例子：抽球问题、分球入盒问题、随机取数问题、分组分配问题等。

例2-1 设盒中有3个白球，2个红球，现从盒中任抽2个球，求取到一红一白的概率.

解 设事件A:“取到一红一白”
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5

()

NC

W=

 
[image: image128.wmf]11
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故                  
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例2-2  将3个球随机的放入3个盒子中去，问：
（1）每盒恰有一球的概率是多少？
（2）空一盒的概率是多少？
解 设A:“每盒恰有一球”,B:“空一盒”
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[image: image134.wmf]33
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例2-3  30名学生中有3名运动员，将这30名学生平均分成3组，求： 
（1）每组有一名运动员的概率； 
（2）3名运动员集中在一个组的概率
解 设事件A:“每组有一名运动员”;事件B:“ 3名运动员集中在一组 ”
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另外，如果随机试验满足下述两个条件：（1）它的样本空间含有无穷多个样本点；（2）每个样本点的出现是等可能的，则称这种试验为几何概型。

几何概型中事件A的概率的计算公式：
[image: image140.wmf]()
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，其中
[image: image141.wmf]m

W

表示样本空间的测度（一维中表示区间的长度，二维中表示平面区域的面积，三维中表示空间域的体积），
[image: image142.wmf]A

m

表示事件A的测度。

例2-4  在单位圆O的一条直径MN上随机的取一点Q,试求过Q点且与MN垂直的弦的长度超过1的概率.
例2-5 甲、乙两船均为7点至8点到达某码头，且两船到达时间是随机的，每只船卸货需要20分钟，码头同时只能允许一只船卸货，试计算两只船使用码头时发生冲突的概率.
二、条件概率及乘法公式
在解决许多问题时，往往需要有某些附加信息（条件）下求事件的概率。如在事件B发生的条件下求事件A发生的概率，将此概率记作
[image: image143.wmf]()
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.一般情况下
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例如掷一颗均匀的骰子，A={掷出2点}，B={掷出偶数点}，
[image: image145.wmf]1
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，
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已知事件B发生，此时试验所有可能结果构成的集合就是B，B中共有3个元素，它们的出现是等可能的，其中只有1个在集合A中，于是
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由此引出

定义3-1  设
[image: image149.wmf],
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为两个事件，且
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                (3-1)
为事件
[image: image152.wmf]A

发生的条件下，事件
[image: image153.wmf]B

的条件概率.

易验证
[image: image154.wmf](
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符合概率定义的三条公理，故对概率已证明的结果都适用于条件概率，例如，对于任意事件
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又如，对于任意事件
[image: image157.wmf]B

，有
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由条件概率的定义，不难推出如下乘法公式.

乘法公式    
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                (3-2)

[image: image160.wmf](

)

(

)

(

)

(|)0

PABPABPBPB

=>

，

                (3-3)


[image: image161.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

12121312121

(|)

nnn

PAAAPAPAAPAAAPAAAA

-

=

LL

L

       (3-4)
其中，
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利用它们可以计算两个事件同时发生的概率。

例3-1  已知随机事件A和B的概率分别为
[image: image163.wmf]()0.5
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，
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，条件概率为
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，求
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例3-2  一批产品共10件,1其中3件次品,每次从中任取一件不放回,问第三次才取得正品的概率等于多少?

解 
[image: image168.wmf]1

A

表示第一次取到次品; 
[image: image169.wmf]2

A

表示第二次取到次品; 
[image: image170.wmf]3

A

表示第三次取到正品
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则根据乘法公式
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注意
[image: image175.wmf]()
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与
[image: image176.wmf]()
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的区别。请看下面的例子。

例3-3  甲、乙两厂共同生产1000个零件，其中 300件是乙厂生产的.  而在这300个零件中，有189个是标准件，现从这1000个零件中任取一个，问这个零件是乙厂生产的标准件的概率是多少？
分析：设B={零件是乙厂生产的}，A={是标准件}，则该题所求为
[image: image177.wmf]()

PAB

。若题目改为：发现它是乙厂生产的，问它是标准件的概率是多少？则求的是
[image: image178.wmf]()
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. 总之事件B的发生在
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中作为结果，而在
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中作为条件。

三、事件的独立性及其应用
一般地，
[image: image181.wmf](
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,但在特殊条件下也有例外，先看下面例子.

例3-4 设袋中有3个白球，2个红球，现从袋中有放回地抽取两次，每次取一个,用
[image: image182.wmf]A


表示“第一次抽取得红球”，
[image: image183.wmf]B

表示“第二次取得红球”，求
[image: image184.wmf](

)

PBA

，
[image: image185.wmf](

)

PB

.

解           
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显然，上例中
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，此时称事件
[image: image189.wmf],
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相互独立.

定义3-2  设
[image: image190.wmf],
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为两个事件，如果满足
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                      (3-5)
则称事件
[image: image192.wmf],
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相互独立，简称
[image: image193.wmf],
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独立.

需要说明的是在实际应用中，往往根据问题的实际意义去判断两事件是否独立。

例如  甲、乙两人向同一目标射击，记 A={甲命中},   B={乙命中}，A与B是否独立？
又如  一批产品共n件，从中抽取2件，设 Ai={第i件是合格品}， i=1,2，

若抽取是有放回的,   则A1与A2独立；若抽取是无放回的，则A1与A2不独立。
显然，当事件
[image: image194.wmf],
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相互独立，且
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定理3-1  以下四命题等价
（1）事件 
[image: image197.wmf],
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相互独立.     （2）事件
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相互独立.
（3）事件
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相互独立.      （4）事件
[image: image200.wmf],
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相互独立.

     证明  这里仅证（1）与（2）等价，其他情况可以类似加以证明.由于
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故                
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由定义知，事件
[image: image209.wmf],
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相互独立.

若
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故                 
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由定义知，事件
[image: image214.wmf],

AB

相互独立

综上，（1）与（2）等价 .

证毕.

例3-5  从一付52张(不含大小王)的扑克牌中任意抽取一张， A表示抽出一张A，B表示抽出一张黑桃，问A与B是否独立？
解一  
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与
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独立.
事件相互独立的概念可以推广到有限多个事件上

定义3-3  设
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为三个事件，如果满足
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则称
[image: image226.wmf],,

ABC

为相互独立事件.

    上述定义中若
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ABC

仅满足前三个式子，则称
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ABC

两两独立，需要指出的是：相互独立必然两两独立，反之不一定.

例3-6  从分别标有1,2,3,4四个数字的4张卡片中随机抽取一张,以事件A表示“取到1或2号卡片”;事件B表示“取到1或3号卡片”;事件C表示“取到1或4号卡片”.则事件A,B,C两两独立但不相互独立.
事实上
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进一步可以定义
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个事件的独立性

定义3-4  设
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个事件
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则称事件
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相互独立.

同样，事件
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相互独立则它们必然两两独立，反之不一定对.

例3-7  若每个人血清中含肝炎病毒的概率为0.4%，今混合来自不同地区的100个人的血清，求此血清中有肝炎病毒的概率.

解  用
[image: image239.wmf]i
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表示第
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个人的血清中含有肝炎病毒，
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	作业安排

	教材习题二（2,4,7,8,12,13,14,15），习题三（3,7,8）

	课外思考

	1. 盒中有3个红球、2个白球，每次从盒中任取一只观察其颜色后放回，并再放入一只与所取之球颜色相同的球，若从盒中连续取球4次,试求第1、2次取得白球、第3、4次取得红球的概率.
2. 一场精彩的足球赛将要举行，5个球迷好不容易才搞到一张入场券.大家都想去，只好用抽签的方法来解决.
3. 一个被劫持的人质被隐藏在地区
[image: image243.wmf]j
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的概率是
[image: image244.wmf],1,2,,6
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. 人质在地区
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隐藏时，被解救的概率是
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b

，根据调查的线索和个地区的办案能力，公安部门对
[image: image247.wmf]j
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和
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的判断如下：
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计算人质能够被解救的概率？

4. 设有两门高射炮，每一门击中飞机的概率都是0.6，求下列事件的概率：（1）同时发射一发炮弹而击中飞机的概率是多少？（2）若有一架敌机入侵领空，欲以99%以上的概率击中它，问至少需要多少门高射炮？

5. 独立与互斥有没有关系？


	第三讲
	课时/课次:
	教学日期（学年/学期）

	全概率公式、贝叶斯公式、

贝努里概型
	2/3
	2015-16/1

	教学目标

	一、掌握全概率公式，会应用全概率公式计算概率；

二、掌握贝叶斯公式，会用贝叶斯公式计算概率
三、掌握伯努利概型

	教学内容

	知识点：

一、全概率公式
二、贝叶斯公式
三、伯努利概型

重点:
全概率公式和贝叶斯公式及贝努里概型
难点: 

全概率公式和贝叶斯公式

	教学过程及教学方法

	一、全概率公式

引例  有三个箱子分别编号为一、二、三. 一号箱装有1个红球4个白球, 二号箱装有2红3白球, 三号箱装有3 红球. 某人从三箱中任取一箱, 从中任意摸出一球, 求取得红球的概率.
分析：记 Ai ={球取自i号箱},i=1,2,3， B ={取得红球}，其中
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两两互斥，事件B的发生总是伴随着
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之一同时发生，即
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代入数据计算即得
[image: image256.wmf]()
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全概率公式是概率论的重要公式之一，它解决问题的基本思想是把复杂事件的概率转化
为简单事件的概率的运算.基本方法是：将复杂事件化为两两互不相容事件之和，再利用概率的的可加性.
定理3-2 设
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随机试验
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中的任一事件，事件
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的一个完备事件组，即
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(如图1-2)且
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上述公式称为全概率公式.
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两两互不相容，根据概率的有限可加性和乘法公式得
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证毕.

需要指出的是，我们可以将事件
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视为“结果”，
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则视为导致结果
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发生的“原因”，称
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为先验概率.

全概率公式中，把求
[image: image275.wmf](

)

PB

的问题转化为求
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的问题.看似复杂化了，但在很多情况下，直接求
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很不容易，而诸
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却往往容易得到，从而使求
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的问题得到解决.在使用全概率公式时关键是选取完备事件组，而且完备事件组中每个事件的概率及条件概率容易计算.

我们还可以从另一个角度去理解全概率公式：某一事件A的发生有各种可能的原因 ，如果A是由原因Bi (i=1,2,…,n) 所引起，则A发生的概率是
[image: image282.wmf]()()()
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，每一原因都可能导致A发生，故A发生的概率是各原因引起A发生概率的总和，即全概率公式。由此可以形象地把全概率公式看成为“由原因推结果”，每个原因对结果的发生有一定的“作用”，即结果发生的可能性与各种原因的“作用”大小有关. 全概率公式表达了它们之间的关系。
例3-8  某机床厂从三个不同的轴承制造厂购进一批轴承，从第一厂、第二厂、第三厂分别进货为
[image: image283.wmf]50%

、
[image: image284.wmf]30%

和
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.根据以往经验得知三厂的产品次品率分别为
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、
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和
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.问该机床厂购进这批轴承的次品率是多少？

解  设“取到的轴承是第
[image: image289.wmf]i

厂制造”为事件
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 “取出的一只轴承是次品”为事件
[image: image291.wmf]B

.由全概率公式
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其中          
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于是              
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二、贝叶斯公式

引例  某人从任一箱中任意摸出一球，发现是红球,求该球是取自一号箱的概率.或者问: 该球取自哪号箱的可能性最大? 
分析：这一类问题是“已知结果求原因”. 在实际中更为常见，它所求的是条件概率，是已知某结果发生条件下，探求各原因发生可能性大小。为解决这类问题我们引出贝叶斯公式：

定理3-3  设
[image: image296.wmf]B

为一事件且
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证  由条件概率公式，得
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又由乘法公式
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将这两个关系式代入上式，即得证.

在全概率公式中，我们将事件
[image: image304.wmf]B

视为“结果”，
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则视为导致结果
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发生

的“原因”.有时我们还想知道结果
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的发生到底主要由什么原因引起，即需求
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，称之为验后概率.

     在例3-8中，可将机床厂购进次品轴承视为“后果”，其“原因”来至三个轴承制造厂的产品，为讨论三个轴承厂的产品对这批轴承次品率的影响的大小，需要计算
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，这时需要使用贝叶斯（Bayes）公式.
例3-9 继续讨论例1-17.若从机床厂购进的这批轴承中任取一只，这只轴承是次品，问此次品由每家轴承厂制造的概率分别为多少?

解  计算
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三、伯努利（Bernoulli）试验

在相同条件下可以重复进行，且任何一次试验发生的结果都不受其他各次试验结果的影响，称这样的试验为重复独立试验，若在
[image: image314.wmf]n

次重复独立试验中，每次试验的可能结果只有两个：
[image: image315.wmf]A

或
[image: image316.wmf]A

，则称
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次重复独立试验为
[image: image318.wmf]n

重伯努利试验.
定理3-4 设在一次试验中
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发生的概率为
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重伯努利试验中事件
[image: image322.wmf]A

发生
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次的概率为
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例3-10  某人进行射击,设每次射击命中目标的概率为0.3,重复射击10次,求恰好命中3次的概率.

解  10次射击为10重伯努利试验,在一次试验中击中目标为事件
[image: image325.wmf]A
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	作业安排

	教材习题三：8,9,10,16,20,21，

	课外思考

	1. 有甲乙两个袋子,甲袋中有两个白球,1个红球,乙袋中有两个红球,一个白球.这六个球手感上不可区别.今从甲袋中任取一球放入乙袋,搅匀后再从乙袋中任取一球,问此球是红球的概率？ 
2. 市场上有甲、乙、丙三家工厂生产的同一品牌产品,已知三家工厂的市场占有率分别为1/4、1/4、1/2,且三家工厂的次品率分别为2％、1％、3％,试求市场上该品牌产品的次品率.
3. 有6盒粉笔,其中:3盒,每盒有三只白粉笔,6只红粉笔,设为第一类;2盒,每盒有3只白粉笔,3只红粉笔,设为第二类;1盒,盒内有3只白粉笔,无红粉笔,设为第三类.现在从6盒中任取一只粉笔,求抽到红粉笔的概率. 
4. 甲、乙、丙三人同时对飞机进行射击, 三人击中的概率分别为0.4、0.5、0.7. 飞 机被一人击中而击落的概率为0.2,被两人击中而击落的概率为0.6,  若三人都击中, 飞机必定被击落,  求飞机被击落的概率.
5. 某一地区患有癌症的人占0.005，患者对一种试验反应是阳性的概率为0.95，正常人对这种试验反应是阳性的概率为0.04，现抽查了一个人，试验反应是阳性，问此人是癌症患者的概率有多大? 
6. 对以往数据的分析表明,当机器调整为良好时,产品的合格率为90%,有故障时产品的合格率为30%.早上开机先调整机器.按照经验知道机器调整好的概率为75%.试求当第一件产品是合格品时,机器调整好的概率. 
7. 数字通讯过程中,信源发射0、1两种状态信号,其中发0的概率为0.55,发1的概率为0.45. 由于信道中存在干扰,在发0的时候,接收端分别以概率0.9、0.05和0.05接收为0、1和“不清”. 在发1的时候,接收端分别以概率0.85、0.05和0.1接收为1、0和“不清”. 现接收端接收到一个“1”的信号.问发端发的是0的概率是多少?
8. 全概率公式与贝叶斯公式有和区别，各自能解决什么问题？

9. 学生甲在毕业时向两个相互无关的用人单位递交了求职信，根据经验，他被第一个单位录用的概率为0.4，被第二个单位录用的概率为0.5，现在知道他至少被某个单位录用了，计算他也被另一单位录用的概率。
10. 在回答有A,B,C,D的个选项的选择题时，由于题目较难，全班只有5%的学生能解出正确答案。假定能解出正确答案的学生回答正确的概率是0.99，不能解出答案的学生随机猜测答案。计算答题正确的学生是猜对答案的概率。


	第四讲
	课时/课次:
	教学日期（学年/学期）

	随机变量的概念、离散型随机变量
	2/4
	2015-16/1

	教学目标

	一、掌握随机变量的概念
二、掌握离散型随机变量的分布律

三、掌握常用的几种离散型随机变量

	教学内容

	知识点：

二、 随机变量的概念；

二、离散型随机变量的分布律；

三、常用的几种离散型随机变量

重点:
离散型随机变量的分布律；

难点: 

随机变量的概念

	教学过程及教学方法

	一、 随机变量的概念
对一随机试验，其结果可以是数量性的，也可以是非数量性的. 对这两种情况，都可以把试验结果数量化.

例4-1 设有10件产品，其中5件正品，5件次品，现从中任取3件产品，问这3件产品中的次品数是多少？
例4-2  在一批电子元件中任取一只测试，其使用寿命
[image: image327.wmf]X

(单位为h)是一个变量，它的可能取值为
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)

0+

¥

，

上的任意实数，样本空间为
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,则
[image: image330.wmf]X

可看作定义在
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的函数

[image: image332.wmf](
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例4-3  掷一枚均匀硬币，观察正反面出现的情况.

从上面例子中变量
[image: image333.wmf]X

的共同特点加以概括抽象，得出随机变量的定义.

定义4-1  设随机试验
[image: image334.wmf]E

的样本空间
[image: image335.wmf]{
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，如果对于每一个样本点
[image: image336.wmf]w
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，有一个实数
[image: image337.wmf](
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与之对应，得到一个定义在
[image: image338.wmf]W

上的单值实值函数
[image: image339.wmf](
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，称
[image: image340.wmf](
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为随机变量，简记为
[image: image341.wmf]X

.
通常可以把随机变量分为两种类型：离散型随机变量和非离散型随机变量，如果随机变量
[image: image342.wmf]X

的所有可能取值为有限个或可列无穷个，则此类随机变量为离散型随机变量；反之，为非离散型随机变量，在非离散型随机变量中最重要的并且应用最广泛的是连续型随机变量.下面将分别介绍离散型随机变量和连续型随机变量.

二 、离散型随机变量的分布律
定义4-2 如果随机变量
[image: image343.wmf]X

的所有可能取值只有有限个或可列无穷多个，则称
[image: image344.wmf]X

为离散
型随机变量.

上节例3-1，例3-3中的随机变量为离散型随机变量，例3-2的随机变量不是离散型随机变量.

定义4-3  若随机变量
[image: image345.wmf]X

的所有可能取值为
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的概率为
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，则称
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           （4-1）
为离散型随机变量
[image: image350.wmf]X

的概率分布或分布律，其中
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满足：
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 （规范性）       （4-3）
注：上面这两条性质可以用来判断一个数列是否是某个随机变量的分布律。

例4-4  判断下面的数列可否作为某随机变量的分布律：

（1）
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例4-5  设随机变量X的分布律为
[image: image357.wmf]{},1,2,3,4,5
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，试确定常数a.

例4-6  设随机变量X的分布律为
[image: image358.wmf]()0,1,2,.0
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，试确定常数a.
离散型随机变量分布律的表示方法有：

（1） 公式法  
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（2） 列表法   
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P

12

12

k

k

xxx

ppp

LL

LL


（3）矩阵法  
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例4-7 讨论例2-1中随机产品中次品件数
[image: image362.wmf]X

，它所有可能取值是0,1,2,3. 则
[image: image363.wmf]X

的分布律为
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例4-8  从号码为1,2,3,4,5的5个球中，随机取3个，已经求得最大号码X 的分布律为
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三 、常用的几个离散型随机变量的分布
1. 0-1分布
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或表示为      
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其中
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，则称
[image: image377.wmf]X

服从参数为
[image: image378.wmf]p

的0-1分布.
只有两个结果的随机试验所确定的随机变量均可看做服从（0-1）分布。

例如  一枚硬币扔一次，确定的随机变量
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再如  抽样检查，结果为正品或次品，确定的随机变量
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2．二项分布
若随机变量
[image: image381.wmf]X

的分布律为
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其中
[image: image384.wmf]n

为正整数，
[image: image385.wmf]01
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，则称
[image: image386.wmf]X

服从参数为
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的二项分布，记为
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注：0-1分布是二项分布的特殊情形。
例4-9  从某大学到火车站途中有6个交通岗,假设在各个交通岗是否遇到红灯相互独立,并且遇到红灯的概率都是1/3.

(1)设
[image: image389.wmf]X

为汽车行驶途中遇到的红灯数,求
[image: image390.wmf]X

的分布律.

(2)求汽车行驶途中至少遇到5次红灯的概率.

解  由题意, 
[image: image391.wmf]1
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的分布律为:
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（2）
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例4-10  池塘中有1000条鱼,其中鲢鱼400条,鲫鱼350条,随机捞4次,每次一条,捞后放回.设X为4次中捞到鲢鱼的条数.(1)求X 的分布律；(2)求至少捞到2条鲢鱼的概率.（有放回抽样）
注：本例中的“有放回捞”改为”无放回捞”，由于鱼的数量较大，第一次捞出鲢鱼的概率为
[image: image396.wmf]=4001000=0.4
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，即使第一次捞到的是鲢鱼，第二次再捞到鲢鱼的概率为
[image: image397.wmf]=39999900.399

p

»

，这与0.4差异不大，所以仍然可以看做独立试验，按二项分布来解题。
3. 泊松（Poisson）分布
若随机变量
[image: image398.wmf]X

的分布律为
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        （4-6）
其中
[image: image400.wmf]0
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，则称
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服从参数为
[image: image402.wmf]l

的泊松分布，记为
[image: image403.wmf](
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泊松分布描述了大量试验中稀有事件（即小概率事件）出现次数的概率分布。
例4-11  某市的120电话每分钟接到的呼叫次数服从参数为5的泊松分布，求每分钟接到的呼叫次数大于4的概率
解  设每分钟120电话接到的呼叫次数为
[image: image404.wmf]X

，则
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历史上泊松分布是作为二项分布的近似引入的，在实际问题中服从或近似服从泊松分布的随机变量也很常见，例如，一个时间间隔内，某地区发生的交通事故次数；一纺锭在某一时间段内发生的断头数；一段时间间隔内某放射物放射的粒子数；一段时间间隔内某容器内的细菌数等等.

例4-12  某人射击，命中率为0.02，独立射击500次，求至少击中2次的概率。
分析：设X为500次射击中命中的次数，则
[image: image409.wmf](
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上面的数字计算量太大， 因此我们介绍下面的定理：
泊松定理  若随机变量
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[image: image412.wmf]20,0.1

np

³£

）时，X近似服从参数为
[image: image413.wmf]np

l

=

的泊松分布
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         （4-7）
其中
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利用泊松定理，例4-12中取
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[image: image419.wmf](
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因此           
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4. 几何分布

设在独立重复试验中，事件A出现的概率为p，随机变量X 是事件A首次出现时的试验次数，则X 的分布律为  
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称此分布为具有参数为p的几何分布，也称X为首次成功的等待时间。
例4-13  袋中有n把钥匙，其中只有一把能把门打开，每次抽取一把钥匙去开门，试在(a)有放回抽取(b)无放回抽取两种情况下，求首次打开门时试用钥匙次数的分布律。

例4-14  袋中有a个白球b个黑球，有放回地随机抽取，每次取1个，直到取到白球停止抽取，X为抽取次数，求
[image: image422.wmf]().
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	作业安排

	教材习题四：1,2,3,4

	课外思考

	1. 设每对夫妇的子女数X服从参数为
[image: image423.wmf]l

的泊松分布，且知一对夫妇有不超过1个孩子的概率为
[image: image424.wmf]2
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.  求任选一对夫妇，至少有3个孩子的概率。
2. 一家商店采用科学管理，由该商店过去的销售记录知道，某种商品每月的销售数可以用参数
[image: image425.wmf]5

l

=

的泊松分布来描述，为了以95%以上的把握保证不脱销，问商店在月底至少应进某种商品多少件？
3. 为保证设备正常工作，需要配备适量的维修人员 . 设共有300台设备，每台的工作相互独立，发生故障的概率都是0.01.若在通常的情况下，一台设备的故障可由一人来处理 .  问至少应配备多少维修人员，才能保证当设备发生故障时不能及时维修的概率小于0.01?


	第五讲
	课时/课次:
	教学日期（学年/学期）

	随机变量及分布函数、连续型随机变量及概率密度
	2/5
	2015-16/1

	教学目标

	一、掌握随机变量分布函数
二、掌握连续型随机变量及其概率密度
三、熟悉几个常用连续型随机变量的分布

	教学内容

	知识点：
一、随机变量分布函数的概念和性质；

二、连续型随机变量的概率密度概念及性质；

三、几个常用连续型随机变量的分布
重点:

分布函数的概念，概率密度概念，几个重要分布
难点: 

分布函数的概念，概率密度概念

	教学过程及教学方法

	一、分布函数的定义及性质
定义4-4  设
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是一个随机变量，对任意实数
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称
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为随机变量
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的分布函数.

由分布函数
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的定义可知，对任意实数
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因此，如果已知随机变量
[image: image436.wmf]X

的分布函数
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落在区间
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的概率. 在这个意义上，分布函数完整地描述了随机变量的统计规律性.

    分布函数是普通的实值函数，起定义域为
[image: image440.wmf]R

,值域为
[image: image441.wmf][

]
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. 通过分布函数，能够用微积分的数学工具来研究随机变量.

随机变量
[image: image442.wmf]X

的分布函数
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具有下列性质
（1）（单调性）
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是变量
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的单调不减函数，即当
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（2）（有界性）
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（3）（右连续性）
[image: image451.wmf](
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反之，若函数
[image: image453.wmf](

)

Fx

满足性质(1)-(3)，则
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必是某一随机变量的分布函数.
例4-15  设有函数
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，试说明F(x)能否是某个随机变量的分布函数。
例4-16   设离散型随机变量
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的分布律为  
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求
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的分布函数.
解 
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的所有可能取值为0,1,2，而
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一般地，若设离散型随机变量 X 的分布律是 
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则其分布函数
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或简写为              
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              (4-10)
离散型随机变量的分布函数是阶梯函数，分布函数的跳跃点对应离散型随机变量的可能取值点，跳跃高度对应随机变量取对应值的概率.
反之，如果某随机变量的分布函数是阶梯函数，则该随机变量必为离散型.
例4-17  向[0,1]区间随机抛一质点，以
[image: image484.wmf]X

表示质点坐标.假定质点落在[0,1]区间内任一子区间内的概率与区间长成正比，求
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综上所述，
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从例4-17可看出
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二、连续型随机变量及其概率密度
定义4-5  设
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则称
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为连续型随机变量，其中函数
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概率密度函数，简称概率密度或密度.

   概率密度函数具有下列性质
   （1）（非负性）
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   可以证明，满足上述两条性质的
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定理4-1  设
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（4） 连续型随机变量X取任一指定实数值a的概率均为0，即 
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例2-18  设随机变量
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（1） 确定常数
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所以
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三、常用的几个连续型随机变量分布
1. 均匀分布

若随机变量X的概率密度函数为
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则称X在区间
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中任一小区间的概率与该小区间的长度成正比，而与该小区间的位置无关，这就是均匀分布的意义.
均匀分布常见于下列情形：如在数值计算中，由于四舍五入，小数点后某一位小数引入的误差；公交线路上两辆公共汽车前后通过某汽车停车站的时间，即乘客的候车时间等。
例4-19  在某公共汽车起点站，每隔10 min发出一辆客车，一位乘客任意时刻到站候车.求该乘客候车超过3分钟的概率.

解  设乘客候车时间为随机变量
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，由题意可知，
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2. 指数分布
若随机变量
[image: image571.wmf]X

概率密度为
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            （4-15）
其中
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           （4-16）
指数分布有着重要的应用，常用作各种“寿命”分布的近似，如无线电元件的寿命，动物的寿命，随机服务系统的服务时间等. 指数分布具有“无记忆性”，即对任意
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如果用
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表示某一元件的寿命，那么上式表明，在已知元件已经使用了s时间的条件下，还能至少使用t 时间的概率，与从开始使用时算起它至少能使用t的概率相等.这就是说元件对它使用过s时间没有记忆，当然指数分布描述的是“无老化”的寿命分布，对一些寿命长的元件，在初期阶段老化现象很小，在这一阶段指数分布比较确切地描述其寿命的分布情况.

(4-17)式容易证明，事实上
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例4-20  电子元件的寿命X(年)服从参数为0.5的指数分布。(1)求该电子元件寿命超过2年的概率；(2)已知该电子元件已使用了1.5年，求它还能使用两年的概率为多少？
例4-21 公路桥每天第一辆汽车过桥时刻为T，设[0,t]时段内过桥的汽车数Xt 服从参数为(t 的泊松分布，求T的概率密度。



	作业安排

	教材习题四：19,20,23,24

	课外思考

	1. X具有离散均匀分布，即P(X=xi )=1/n,   i=1,2,…,n， 求X的分布函数。
2. 设随机变量X的概率密度为
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（1） 常数k ； （2）X的分布函数
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，求分布函数F(x).
5. 已知随机变量X的概率密度为
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	课时/课次:
	教学日期（学年/学期）

	正态分布、一维随机变量的函数的分布
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	教学目标

	一、掌握正态分布
二、掌握离散型随机变量函数的分布
三、掌握连续型随机变量函数的分布

	教学内容

	知识点：
一、正态分布
二、离散型随机变量函数的分布
三、连续型随机变量函数的分布
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难点: 

随机变量函数的分布

	教学过程及教学方法

	一、常用的几个连续型随机变量分布（续）

3.  正态分布
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其中
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正态分布的概率密度函数
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（3）函数
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（4）函数
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标准正态分布的概率密度
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定理4-2  若
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令
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的计算比较复杂，为了使用方便，书后附有
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的函数值表可供查用易知.
标准正态分布的重要性在于，任何一个一般的正态分布都可以通过线性变换转化为标准
正态分布。根据定理，只要将标准正态分布的分布函数制成表，就可以解决一般正态分布的概率计算问题。即有下面的结论：
若
[image: image641.wmf]~(0,1)

XN

，则
[image: image642.wmf]()()()

PaXbba

<<=F-F

.

若
[image: image643.wmf]2

~(,)

XN

ms

，则
[image: image644.wmf]()()()

ba

PaXb

mm

ss

--

<<=F-F

.

例4-22  某地区18岁女青年的血压(收缩压)服从
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  尽管正态分布的随机变量
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区间内超出这个范围的可能性不到0.3%，这在统计学上的称为
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二、一维离散型随机变量的函数及其分布

在实际中，人们常常对随机变量的函数更感兴趣。比如，已知圆柱截面直径 d 的分布；再比如 ，已知 t = t0 时刻噪声电压V 的分布。 即设随机变量 X 的分布已知，Y=g (X) (设g 是连续函数），如何由 X 的分布求出 Y 的分布？   
引例  设随机变量
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一般地，若离散型随机变量X的分布律为
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如果
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k

gx

中有一些是相同的，则把它们合并，概率相加即可。
例4-22 散型随机变量
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试分别求
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三 、连续型随机变量的函数的的分布

设
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然后在求
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此法也叫“分布函数法” .

例4-23  设
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从而，
[image: image708.wmf]Y

的概率密度


[image: image709.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

00

11

=

,0

22

X

Y

XX

y

dFy

fy

fyfyy

dy

yy

£

ì

ï

=

í

+->

ï

î

，



[image: image710.wmf]1

22

00

1

,0

2

y

y

yey

p

--

£

ì

ï

=

í

>

ï

î

，


下面给出一个定理，在满足定理条件时可直接用它求出随机变量函数的概率密度。

定理4-3设随机变量
[image: image711.wmf]X

的概率密度为
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其中
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定理4-3的证明从略，下面用一个例子说明它的应用.

例4-24  设
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故根据定理4-3 可得
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上式表明
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	作业安排

	教材习题四：27，28；习题六：1,3,5,6,8

	课外思考

	1. 设
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2. 设 X 具有概率密度
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4. 设
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	第七讲
	课时/课次:
	教学日期（学年/学期）

	二维随机变量及其联合分布函数
	2/7
	2015-16/1

	教学目标

	一、掌握二维随机变量的联合分布函数的概念及性质

二、掌握二维随机离散型随机变量及其联合分布律

三、掌握二维连续型随机变量及其概率密度

	教学内容

	知识点：
一、二维随机变量的联合分布函数及性质

二、二维离散型随机变量的联合分布律及性质

三、二维连续型随机变量的联合概率密度及性质

四、两个常用二维分布
重点:

二维离散型随机变量的联合分布律及性质

二维连续型随机变量的联合概率密度及性质
难点: 

利用二维连续型随机变量的联合概率密度求概率

	教学过程及教学方法

	一、二维随机变量及其联合分布函数
到现在为止，我们只讨论了一维随机变量及其分布，但有些随机现象用一个随机变量来描述还不够，而需要用几个随机变量来描述。在打靶时，命中点的位置是由一对随机变量 (两个坐标)来确定的，飞机的重心在空中的位置是由三个随机变量 (三个坐标)来确定的等等。 由于从二维推广到多维一般无实质性的困难，我们重点讨论二维随机变量，请注意与一维情形的对照。
定义5-1  设随机试验
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上的随机变量，则
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定义5-2  设
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称为
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[image: image781]
与一维随机变量类似地，二维随机变量的分布函数
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例5-1  已知二维随机变量(X,Y)的联合分布函数为
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求（1）常数A，B，C ； （2）
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   解  （1）由联合分布函数的性质
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2、 二维随机离散型随机变量及其联合分布律

定义3-3  如果二维随机变量
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设二维离散型随机变量
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则称式（5-3）为二维离散型随机变量
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的概率分布或分布律，或称为随机变量
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的联合概率分布或联合分布律. 也常用表格形式表示
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显然，
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满足以下两个条件：

（1）（非负性）
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另外，二维离散型随机变量
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的分布函数与分布律之间的关系为
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其中和式是对一切满足
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求和.

例5-2 袋中有两只红球，三只白球，记随机变量
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现在下列两种抽球方式下,分别求
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的分布律. 
（1）不放回地抽球二次；（2）有放回地地抽球二次
    解 (1)  若是不放回地抽取,则 
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(2)  若是有放回地抽取，则
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3、 二维连续型随机变量及其联合概率密度

定义5-4  设
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则称
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为二维连续型随机变量，函数
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的概率密度，或称为随机变量
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的联合概率密度函数.

由定义，概率密度
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（1）（非负性）
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（2）（规范性）
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（3）若
[image: image875.wmf](

)

,

fxy

在
[image: image876.wmf](

)

,

xy

处连续，则有


[image: image877.wmf](

)

(

)

2

,

,

Fxy

fxy

xy

¶

=

¶¶


（4）设G是
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例5-3   设
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（1）求常数A  ；   （2）求
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解  （1）由规范性
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解得        
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例5-4  设二维随机变量
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求（1）分布函数
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[image: image900.wmf]{

}

(

)

(

)

11

2

00

1

+1=,2

x

xy

xy

PXYfxydxdydxedy

-

-+

+£

£=

òòòò



[image: image901.wmf](

)

1

112

0

22

x

edxee

----

==-

ò


下面介绍两个常用的二维连续型分布
1. 二维均匀分布

若二维随机变量 ( X, Y ) 的密度函数为
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           （5-5）

其中
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表示区域D的面积，则称(X, Y)在区域D上(内) 服从均匀分布.
    易见，若(X, Y)在区域D上(内) 服从均匀分布，则对D内任意区域G，有 
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例5-5  设
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故        
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2. 二维正态分布

若二维随机变量
[image: image911.wmf](

)

,

XY

的概率密度为


[image: image912.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

22

1122

22

2

12

12

1

2

21

2

12

1

,=

21

xxxx

fxye

mmmm

r

ss

ss

r

pssr

éù

----

êú

--+

êú

-

ëû

-



[image: image913.wmf],

xy

-¥<<+¥-¥<<+¥

，       （5-6）

其中
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	作业安排

	教材习题五：1,2

	课外思考

	1. 把一枚均匀硬币抛掷三次，设X为三次抛掷中正面出现的次数，而 Y 为正面出现次数与反面出现次数之差的绝对值，求 (X ,Y) 的分布律。  
2. 设(X,Y)服从如图区域D上的均匀分布，试求 
（1） (X,Y)的概率密度
[image: image919.wmf](,)
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；  （2）
[image: image920.wmf](2)
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；  （3）
[image: image921.wmf](0.5,0.5)
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	第八讲
	课时/课次:
	教学日期（学年/学期）

	边缘分布、随机变量的独立性、二维随机变量函数的分布
	3/8
	2015-16/1

	教学目标

	一、掌握二维随机变量（X,Y）关于X和Y的边缘分布函数和边缘分布律.

二、掌握二维连续型随机变量的边缘概率密度函数

三、掌握随机变量的独立性
四、掌握二维随机变量函数的分布，记住几个常用的结论

	教学内容

	知识点：
一、二维随机变量的边缘分布函数及性质

二、二维离散型随机变量的边缘分布律及性质

三、二维连续型随机变量的边缘概率密度函数及性质

四、随机变量的独立性及其判定
五、二维离散型随机变量函数的分布
重点:

边缘分布，随机变量的独立性及其判定，二维离散型随机变量函数的分布
难点: 

边缘分布，随机变量的独立性及其判定，二维连续型随机变量函数的分布

	教学过程及教学方法

	一、边缘分布
二维联合分布全面地反映了二维随机变量(X,Y)的取值及其概率规律，而单个随机变量X,Y也具有自己的概率分布。那么要问：二者之间有没有关系呢？如果有，是什么关系? 接下来我们就来探求这个问题。
二维随机变量
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作为一个整体，具有分布函数
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1. 二维离散型随机变量的边缘分布律
设
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是二维离散型随机变量，分布律为
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由式（5-4）与式（5-7）知，边缘分布函数
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其中，式（5-9）中的和式是对一切满足
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其中和式对所有的
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同理可得
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其中和式对所有的
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称
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的边缘分布律.

我们可以在一个表中表示出联合分布律和边缘分布律：
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或者单独写为：
X 的边缘分布律      
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Y 的边缘分布律       
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例5-6  试求例5-2中关于
[image: image991.wmf]X

和关于
[image: image992.wmf]Y

的分布律

解   在例5-2中，我们已求得在不放回的抽取方式下的联合分布律为
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把上面表格中按行相加，可得关于
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的边缘分布律为
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同理在表格中按列相加，可得关于
[image: image994.wmf]Y

的边缘分布律为
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在例5-2中在有放回的抽取方式下的联合分布律为
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按照同样的方法可求得关于
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，关于
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的边缘分布律为
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由边缘分布律的计算容易找到联合分布与边缘分布的关系，由联合分布可以确定边缘分布，但由边缘分布一般不能确定联合分布。
2. 二维连续型随机变量的边缘概率密度函数

设二维随机变量
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由此可知，
[image: image1002.wmf]X

是连续型随机变量，则其概率密度函数为
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同理，
[image: image1004.wmf]Y

也是连续型随机变量，起概率密度函数为
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的边缘概率密度函数.

例5-7  设
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的边缘概率密度函数.

解  由式（5-13）有  
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再由式（5-14）有
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例5-8  设二维随机变量
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的边缘概率密度函数.

解  
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则
[image: image1026.wmf]X

的边缘密度为
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作变量代换
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的边缘概率密度为
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即
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的边缘分布为标准正态分布

同理可得，关于
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的边缘概率密度为
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关于二维正态分布还有下面更一般的结论

二维随机变量
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关于
[image: image1041.wmf]Y

的边缘密度为
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即
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二、 随机变量的独立性

定义5-7 设
[image: image1045.wmf](
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分别是二维随机变量
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的联合分布函数与边缘分布函数.若对于所有的
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则称随机变量X与Y相互独立（mutually independent）．

1．离散型随机变量的独立性
定理3-1 若二维离散型随机变量
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         （5-16） 
则称随机变量X与Y是相互独立（mutually independent）的．(证明略)
例5-9   设随机变量X在区间[0, 3] 上服从均匀分布，记
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（1） 求
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（2） 判断X1 与X2 是否相互独立？

解  由题设，随机变量X的密度函数为
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故X1 与X2 不独立．
2．连续型随机变量的独立性
定理5-2  设二维连续型随机变量
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例5-10  设维随机变量
[image: image1078.wmf](,)

XY

的概率密度为


[image: image1079.wmf](

)

22

1

,1

,

0,

xy

fxy

p

ì

+£

ï

=

í

ï

î

其

他


问
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是否相互独立？
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同理   
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显然
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不相互独立.
例5-11  若二维随机变量
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证明   
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而关于
[image: image1095.wmf]X

和
[image: image1096.wmf]Y

的边缘密度函数的乘积为
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因此当
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即X与Y相互独立。

    反之，若X和Y互相独立，则
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于是可得
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定理5-3 设随机变量X与Y相互独立，
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3、 二维随机变量的函数的分布

1. 离散型随机变量函数的分布

在上一节中，我们讨论了一维随机变量函数的分布，现在我们进一步讨论，当随机变量 X, Y 的联合分布已知时，如何求出它们的函数
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设二维随机变量
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注意：若
[image: image1115.wmf](,)
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中出现相等的，则应把相等的值分别合并，并把对应的概率相加。
例5-12  设
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解  为了明显起见，以表格的形式给出过程和结果
概率
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由此可得
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结论1  设随机变量X和Y相互独立，且
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结论2  设随机变量X和Y相互独立，且
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结论3  设随机变量X和Y相互独立，且
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2. 连续型随机变量函数的分布
 与求一维连续型随机变量的函数的分布的方法类似，可用“分布函数法”. 设随机量
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其中
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然后求导得
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的概率密度函数       
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结论4   设
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结论5  设随机变量
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	作业安排

	教材习题五：9,10,12,13,14,17,18；教材习题六：9,10,11

	课外思考

	1. 已知(X,Y)的分布函数为
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，求
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2. 把一枚均匀硬币抛掷三次，设X为三次抛掷中正面出现的次数 ，而Y为正面出现次数与反面出现次数之差的绝对值， 求 (X ,Y) 的分布律。
3. 设(X,Y)的概率密度是
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，求（1）常数C；（2）关于X和Y的边缘密度函数。
4. 设
[image: image1178.wmf](,)

XY

服从如图区域D上的均匀分布，求关于X和Y的边缘概率密度。
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5. 已知随机变量(X, Y)的分布律为
[image: image1180.wmf]\12
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6. 设(X,Y)的概率密度为 
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，问X与Y是否独立？

7. 设二维随机变量(X,Y)服从区域D上的均匀分布，其中区域D为x轴，y轴及直线y=2x+1围城的三角形区域. 
求(1)(X,Y)的联合密度函数f (x,y)；(2)关于X及关于Y的边缘密度函数；(3)X与Y是否独立。

8. 设二维连续型随机变量(X,Y)的联合分布函数为
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，（1）求A,B,C的值；（2）求(X,Y)的联合密度函数；（3）判断X与Y的独立性。

9. 设X与Y相互独立且服从
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10. 设(X,Y)的概率密度函数为
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求（1）A的值；  （2）(X,Y)的分布函数；   （3）两个边缘密度函数。

11. 设
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12 . 已知X与Y的分布律为
[image: image1189.wmf]\01
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且
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独立，求常数a,b.

13. 设随机变量X与Y 独立，且均服从0-1分布，求下列随机变量的分布律：
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  (4)(Z,U)的联合分布律。

14. 若 X 和Y 独立，具有共同的概率密度
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，求 Z=X+Y 的概率密度。
15. 卡车装运水泥，设每袋水泥的重量X(kg)服从
[image: image1194.wmf]2
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分布，该卡车的额定载重量为2000kg，问最多装多少袋水泥, 可使卡车超载的概率不超过0.05.


	第九讲
	课时/课次:
	教学日期（学年/学期）

	数学期望和方差
	2/9
	2015-16/1

	教学目标

	一、掌握数学期望的概念、性质和计算方法
二、掌握常用分布的数学期望
三、掌握方差的概念、性质和计算方法

	教学内容

	知识点：
一、随机变量的数学期望

二、随机变量函数的数学期望
三、随机变量的方差

重点:

数学期望和方差的概念、性质和计算，常用分布的期望
难点: 

数学期望和方差性质和计算

	教学过程及教学方法

	一、随机变量的数学期望
引例  甲每次投资成功的概率为70%，失败的概率为30%，假设每次投资成功将获利3万元，投机失败将损失1万元，下次投资时甲期望赢利多少？

分析：在以后的n次独立重复的投资中，甲大约有0.7n次获利3万，大约有0.3n次获利1万元，每次投资平均获利是
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于是，甲下次投资期望获利1.8万元。

在这个例子中，甲的期望值是多次投资的平均收益。如果用随机变量
[image: image1196.wmf]X

（投资成功时取3，投资失败时取-1）描述甲的投资情况，则称1.8是X的数学期望。用E(X)表示X的数学期望时，有
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在上面的例子中，数学期望指多次独立重复投资时，每次投资的平均收益。

定义7-1  设离散型随机变量X的分布律为

   P｛X = xk｝= pk         （k = 1 ，2 ，…）

若级数 
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 收敛，则称其和为随机变量X的数学期望（mathematical expectation）或均值，记作
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） ，即
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                    (7-1) 
若级数 
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 不绝对收敛，则称X的数学期望不存在．

显然，离散型随机变量X的数学期望就是X的各可能取值与其对应概率的乘积之和，它是X的概率意义上的平均值．

例7-1  有甲、乙两人打靶，击中的环数分别记为X和Y，数据如下
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比较两人谁的成绩好.
解   
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因此，可以认为甲比乙的成绩好.
例7-2  设离散型随机变量X的概率分布为
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则级数
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所以数学期望
[image: image1211.wmf])
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设X是连续型随机变量，其密度函数为f (x)，在数轴上取很密的分点
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， 
则X落在小区间[xi, xi+1)的概率是
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由于xi与xi+1很接近，所以区间[xi, xi+1)中的值可以用xi来近似代替。因此X与以
[image: image1214.wmf]()
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为概率，取值xi的离散型随机变量近似，该离散型随机变量的数学期望是
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的渐近和式。
    由此启发我们引进如下定义。
定义7-2  设连续型随机变量X的密度函数为
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           （7-2）
为X的数学期望，简称期望或均值。这里仍要求
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.  若积分 
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发散，则X的数学期望不存在．

例7-3 （柯西分布） 设随机变量X的概率密度函数为
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所以
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例7-4 若随机变量X密度函数为
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下面计算几种重要分布的数学期望．

1. 0—1分布    
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事实上，设
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即0—1分布的数学期望恰为随机变量X取1的概率p ．

2. 二项分布    
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事实上，设
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，其概率分布为
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则
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（证明后面讲）命贝努力试验，

























































































































此结果表明，在n重伯努利试验中，事件A发生的平均次数为n p ．例如，假设P(A) = 0.1 ，则在100次的重复独立试验中，我们可以期望事件A大约会发生100×0.1 = 10次．

3. 泊松分布   
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事实上，设
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可见，泊松分布P（）的数学期望恰是参数 ，记住这一结果在应用中是十分方便的．比如，我们知道，通常在某段时间内到达商店的顾客数服从泊松分布，因此，若要比较两个商店在一段时间内的平均客流量的大小，只须比较一下它们各自的顾客数的分布参数就可以了．

4. 几何分布    
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事实上，设随机变量
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服从参数为
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的几何分布
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，利用幂级数逐项微分的方法可得
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5. 均匀分布   
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事实上，设
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 EMBED Equation.3  [image: image1248.wmf]()
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我们看到，均匀分布
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的数学期望恰是区间[a ，b] 的中点，这直观地表示了数学期望的意义．

6. 指数分布    
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事实上，设X ～ E() ，其概率密度为
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7. 正态分布    
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事实上，设X ～ N（ ，
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可见，正态分布N（ ，
[image: image1261.wmf]2
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）中的参数恰是它的数学期望．

二、随机变量函数的数学期望

设已知随机变量X的分布，我们需要计算的不是X的期望，而是X的某个函数的期望，比如说g(X)的期望，那么应该如何计算呢？一种方法是：因为g(X)也是随机变量，故应有概率分布，它的分布可以由已知的X的分布求出来。一旦我们知道了g(X)的分布，就可以按照期望的定义把E[g(X)]计算出来。使用这种方法必须先求出随机变量函数g(X)的分布，一般是比较复杂的。那么是否可以不先求g(X)的分布而只根据X的分布求得E[g(X)]呢？我们来看下面的例子。
引例 设随机变量X的分布律为
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，求随机变量Y=X2的数学期望。
定理7-1  （1）若离散型随机变量X的分布律为
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[image: image1265.wmf]()

YgX

=

的数学期望是    
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           （7-3）
（2）若连续型随机变量X的概率密度为 f(x) ，且 
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 收敛，则
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该公式的重要性在于：当我们求E[g(X)]时，不必知道g(X)的分布，而只需知道X的分布就可以了，这给求随机变量函数的期望带来很大方便。
定理7-2  若随机变量
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的函数
[image: image1271.wmf](,)

ZgXY

=

是连续函数.

（1）若离散型随机变量
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（2）若 连续型随机变量
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[image: image1278.wmf](,)

fxy

，且
[image: image1279.wmf](,)(,)

gxyfxydxdy

+¥+¥

-¥-¥

òò


收敛，那么


[image: image1280.wmf](

)

(

)

,(,)(,)

EZEgXYgxyfxydxdy

+¥+¥

-¥-¥

==

éù

ëû

òò

        （7-6）

例7-5  设随机变量X的概率分布为
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解  由公式（7.3），得
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例7-6  设随机变量X ～ E() ，求
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解  由X ～ E() ，知X的概率密度为


[image: image1288.wmf]0

()

00

x

ex

fx

x

l

l

-

>

ì

=

í

£

î

，

，


故由公式（7.4）,有
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例7-7 设随机变量（X，Y）的概率密度为


[image: image1292.wmf](

)

,01,01

,

0,

xyxy

fxy

+££££

ì

=

í

î

其

他


求
[image: image1293.wmf]ZXY

=

的数学期望.

    解  
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例7-8 假定国际市场上每年对我国某种出口商品的需求量是随机变量X (单位：吨)，它服从[2000,4000]上的均匀分布．设每售出这种商品一吨，可为国家赚得3万美元外汇。若销售不出积压于库，则每吨需保管费1万美元。问应组织多少货源，才能使国家的平均收益最大．
解 依题意，X的概率密度为
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设某年准备出口的此种商品量为t吨,（2000≤t≤4000），总收益为Y(单位：万美元)，则
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由公式（7.4）可得
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由微积分知识不难算出，当t=3500时，E(Y)达到最大．因此组织3500吨此种商品是最佳决策．

三、数学期望的性质

性质1（线性性质）  
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证明  （我们只证连续型随机变量的情况，离散型情况读者自证）.设（X, Y）的概率密度为f(x,y),边缘分布为
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证毕. 
推论1   
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推论2   设X为随机变量，
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推论3  (1) 
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其中
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性质2  设X和Y为两个相互独立的随机变量，则有
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证明  因为X和Y为相互独立，（X，Y）的概率密度与边缘概率密度之间存在关系式
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证毕.

这一性质可以推广到任意有限个相互独立的随机变量之积的情形,若
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[image: image1323.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

1212

nn

EXXXEXEXEX

=

LL

.

例7-9  设X ～ B(n ，p) ，求
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而
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独立同分布服从0-1分布B(1，p),且
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根据数学期望的线性性质有   
[image: image1330.wmf](
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由此看出，求二项分布的数学期望利用期望的性质比直接用定义来做要简单的多.
四、方差的定义和性质
定义7-2  设X为一个随机变量，若数学期望
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 存在，则称之为随机变量X的方差(variance)，记作
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随机变量X的方差反映了随机变量的取值与其数学期望的偏离程度．
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方差的量纲与X不一致，为与的量纲一致，我们使用方差的算术平方根
[image: image1338.wmf]()
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来计量随机变量X取值的偏离程度，称
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为均方差(mean square deviation)或标准差(standard deviation)．

显然，方差是随机变量的函数的数学期望，因此，计算方差时，若已知离散型随机变量X的概率分布为P｛X = xk｝= pk   （k = 1 ，2 ，…），则
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若已知连续型随机变量X的概率密度为f(x) ，则
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可见，随机变量的方差总是一个非负数，它是由随机变量的概率分布完全确定的．因此，也可把随机变量的方差称为其分布的方差．

由数学期望的线性性质得到如下的方差计算公式：
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   易知，方差具有如下的性质：

性质1  设c 为常数 ，
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性质2  设
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由假设
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证毕.

推论1  设
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与
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推论2  设随机变量
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性质3  
[image: image1368.wmf](
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的充要条件是随机变量取常数
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例7-10  随机变量
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证明  根据第六章，第三节的结果，正态分布的线性组合仍服从正态分布，得
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所以
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证毕.
例7-11  设随机变量X的数学期望
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例7-12 设维随机变量
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所以  
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	作业安排

	教材习题七：2,3,4,5,9,13

	课外思考

	1. 有两个相互独立工作的电子装置，它们的寿命
[image: image1411.wmf](1,2)
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服从同一指数分布，其概率密度为
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，若将这两个电子装置串联组成整机，求整机寿命（以小时计）N的数学期望。
2. 设随机变量(X,Y)的分布律为 
[image: image1413.wmf]\12

10.150.15

20.450.25

XY

 ，求E(XY).
3. 设随机变量X服从标准正态分布，求下列随机变量的数学期望：
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4. 设风速V在(0,a)上服从均匀分布，即概率密度为
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，又设飞机机翼受到的正压力W是V的函数：
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（k为大于0的常数），求W的数学期望。
5. 设某种疾病的发病率为1%，在1000个人中普查这种疾病,为此要化验每个人的血.  方法是，每100个人一组，把从100个人抽来的血混在一起化验，如果混合血样呈阴性，则通过，如果混合血样呈阳性，则再分别化验该组每个人的血样。求平均化验次数。
6. 设随机变量
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 且X, Y, Z独立，求随机变量                 
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的数学期望。

7. 已知
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8. 掷一颗均匀的骰子600次，那么出现“1点”次数的均值是多少？
9. 设
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相互独立服从参数为3的泊松分布，令
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10. 设二维随机变量(X,Y)的概率密度函数为
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（1）求系数A；  （2）求
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	第十讲
	课时/课次:
	教学日期（学年/学期）

	方差（续）、协方差、相关系数
	2/10
	2015-16/1

	教学目标

	一、掌握几个重要分布的方差
二、掌握协方差的概念、性质和计算
三、掌握相关系数的概念、性质和计算

	教学内容

	知识点：
一、几个重要分布的方差

二、协方差的概念、性质和计算

三、相关系数的概念、性质和计算
重点:

几个重要分布的方差，协方差和相关系数的计算
难点: 

协方差、相关系数反映随机变量什么样的数字特征

	教学过程及教学方法

	一、几个重要分布的方差
利用公式(7-8) 容易求得几个重要分布的方差如下：

（1） （0—1分布），即
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，则
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（4） 几何分布
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（5） 均匀分布，即
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，则
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（6） 指数分布，即
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，则 
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（7） 正态分布，即
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)

2

,

XN

ms

:

 
[image: image1441.wmf]()

DX

 = 
[image: image1442.wmf]2

s

 ．

下面仅就均匀分布的方差进行推导，其余的留给读者作练习．

我们知道，均匀分布的概率密度为
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至此，我们看到，常见的概率分布中的参数，或者为分布的某种数字特征，或者与分布的某种数字特征存在一定的数量关系．这样，对这些常见分布来说，知道了其数学期望和方差，该分布便唯一确定下来．

例7-13 设随机变量X服从参数为的泊松分布，并且已知
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解  因为X ～ P（），所以
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故有


[image: image1452.wmf]2

l

l

+

 = 2
注意到＞0 ，从而可得= 1 ，于是
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例7-14  设甲、乙两炮射击的弹着点与目标的距离分别为
[image: image1454.wmf]12
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并有如下分布规律（见下表），问甲、乙两炮哪一个更精确？
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解  
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由此看出，甲、乙两炮的期望值相同.
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所以乙炮的弹着点的离散程度较小，乙炮较甲炮准确.
二、协方差

对于二维随机变量（X ，Y）来说，X和Y的数学期望和方差只是反映了X和Y自身的统计特征，没有对X和Y之间的联系提供任何信息．人们自然希望能定义某一指标，用以反映X和Y之间相互关联程度的一个特征数，由方差的性质2的推导过程可知
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时，X和Y不独立，

因此
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可以用来刻划X和Y之间的关系其定义如下

定义7-3  设（X ，Y）是一个二维随机变量，若
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存在，则称之为随机变量X与Y的协方差（covariance），记为Cov(X ，Y) ．即
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           (7-10)

计算X与Y的协方差时，由（4-7）式可以得到简算公式
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            (7-11)
协方差具有如下性质（我们只就（4）、（5）给出证明，而将其余的证明留给读者）：

（1）
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证明  
[image: image1468.wmf]121212

Cov(,)[()]()

XXYEXXYEXXEY

=

＋

＋

－

＋



[image: image1469.wmf]1212

()()

EXYXYEXEXEY

=

＋

－

＋
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（5）
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证明    
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定义7-4  对于方差非零的两个随机变量X与Y满足
[image: image1477.wmf](,)0
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，则称随机变量X与Y不相关.

若X与Y相互独立，则X与Y不相关.反之未必成立

例7-15  在例7-14中，X与Y是否不相关？是否相互独立？

解  由例7-14结果知，
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所以X与Y是否不相关.

下面考察是否相互独立

边缘密度为
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因此
[image: image1484.wmf](

)

X

fx



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image1485.wmf](

)

(

)

,

Y

fyfxy

¹

，即X与Y不相互独立.
由性质(3)我们可看到，两个随机变量X与Y协方差的大小受到X与Y取值大小的影响．例如，若X与Y各自增加到k倍，这时X与Y间的相互关系没有变，而反映其相互关系的协方差却增加到原来的
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）．为了消除这种影响，我们引进相关系数的概念

三、相关系数
定义7-5  若
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称为随机变量X与Y的相关系数(correlation coefficient)或标准协方差
显然相关系数是一个无量纲的量，它反映了随机变量X与Y之间的相关程度.

相关系数具有下面的性质． 

性质1 
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的充分必要条件是存在常数
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相关系数
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反映了随机变量X与Y的线性相关程度．若
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，则X与Y有线性关系；实际上相关系数并不是刻划了X与Y之间一般关系的程度，而是“线性”关系的程度．这种说法的依据之一就在于，当且仅当X与Y有严格的线性关系时，相关系数之绝对值
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 达到其最大值1 ．另外，容易举出例子说明：即使X与Y有某种严格的函数关系，还是会有
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性质3对方差非零的随机变量X与Y，下面事实是等价的

（1）
[image: image1502.wmf]Cov(,)0

XY

=

；

（2）
[image: image1503.wmf]0

XY

r

=

；

（3）
[image: image1504.wmf](

)

(

)

()

EXYEXEY

=

;

(4) 
[image: image1505.wmf](

)

(

)

()

DXYDXDY

+=+


特别地，二维正态分布的随机变量的不相关与相互独立等价的，我们不加证明地给出这个关于二维正态分布的重要定理．

定理7-3 若二维随机变量
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（1） X与Y的相关系数
[image: image1507.wmf]XY
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（2） X与Y相互独立的充分必要条件是X与Y不相关．

以上定理表明：（1）二维正态随机变量（X ，Y）的概率密度中的参数就是X和Y的相关系数，可见二维正态随机变量（X ，Y）的分布完全可由X,Y的各自的数学期望、方差以及它们的相关系数所确定．（2）当（X ，Y）是二维正态随机变量时，X和Y不相关与X和Y相互独立是等价的．

例7-16  已知随机变量X和Y分别服从正态分布
[image: image1508.wmf]2

(1,3)

N

和
[image: image1509.wmf]2

(0,4)

N

，且X与Y的相关系数
[image: image1510.wmf]1

2

XY

r

=-

，设
[image: image1511.wmf]32

XY

Z

=+

．

（1） 求Z的数学期望和方差；               （2） 求X与Z的相关系数．

解  由题设知
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（2） 因  
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故
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四、矩
数学期望和方差是随机变量最常用的数字特征．此外，随机变量的矩是比数学期望和方差更广的一类数字特征．它们在数理统计中有较多应用．

定义7-6  设X是随机变量，若对于正整数k ，
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 的数学期望存在，则称它为随机变量X的k阶原点矩，记为
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显然，数学期望就是1阶原点矩．

定义7-7  设X是随机变量，若对于正整数k ，
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 存在，则称它为随机变量X的k阶中心矩，记为
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五、中位数和分位数

数学期望是随机变量分布的中心位置的一个数字特征，描述的是随机变量取值的平均特征，但作为分布的中心位置的特征，还有一个重要的指标，即中位数。
设连续型随机变量X的分布函数为F(x)，称满足条件：
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的实数
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为随机变量X(或分布F)的中位数。
上述条件还可等价地写为
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即中位数是这样的一个位置：它将X的分布分成相等的两部分，点
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的左边和右边各占一半。点
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正好处于中间的位置。
例如  均匀分布R(a,b)的中位数为
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正态分布
[image: image1535.wmf]2

(,)

N

ms

的中位数为
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指数分布
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设X为连续型随机变量，任给
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则称
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为随机变量X(或其对应的分布)的
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分位数。
X的分布不同则使用的分位数的记号也会不同。例如，标准正态分布的
[image: image1544.wmf]a

分位数记作
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，自由度为n的t分布的
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	作业安排

	教材习题七：14,15,16,21,22,23,25,26,

	课外思考

	1. 若二维随机变量（X,Y）有联合分布律 
[image: image1548.wmf]\01

00.30.2

10.40.1

XY

，求
[image: image1549.wmf]ov(,).

CXY


2．设随机变量
[image: image1550.wmf]~(12,0.5),~(0,1)

XBYN

，
[image: image1551.wmf]ov(,)1,431

CXYVXY
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，求V的方差。
3. 设(X, Y)服从区域D:0<x<1,0<y<x上的均匀分布,求X与Y的相关系数。
4. 设(X, Y)在
[image: image1552.wmf]22
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上服从均匀分布，求证：X与Y不相关，但不是相互独立的。
5. 设
[image: image1553.wmf]22

(,)~(103,4,0.5),32

XYNZXY

-=+

，

，

，求（1）Z的期望与方差；（2）X与Z的相关系数。

6. 设
[image: image1554.wmf]~(10,0.6),~(1,2)
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，且X与Y相互独立，则
[image: image1555.wmf](3)=
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7. 设
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[image: image1557.wmf]()=
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8. 设随机变量X服从瑞利分布，其概率密度为
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，其中
[image: image1559.wmf]0
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是常数，求
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9. 设
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，且X与Y相互独立，试求
[image: image1562.wmf]1
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[image: image1564.wmf],
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	第十一讲
	课时/课次:
	教学日期（学年/学期）

	总体、样本和统计量
	3/11
	2015-16/1

	教学目标

	一、了解数理统计的基本思想

二、掌握总体、样本和统计量的概念

三、掌握三大分布的构造和性质

	教学内容

	知识点：
总体、样本、样本观察值和统计量的概念，三大分布
重点:

总体、样本和统计量的概念，三种分布
难点: 
三种分布的构造和性质

	教学过程及教学方法

	从本章起，转入课程的第二部分——数理统计学. 数理统计学与概率论是两个密切联系的姊妹学科. 大体上可以这样说，概率论是数理统计学的基础，而数理统计学是概率论的重要应用. 随着社会和科学技术的飞速发展，我们进入大数据时代以后，在大量数据的挖掘，分析和处理中，都需要数理统计学的相关知识和方法. 因此，数理统计也是进一步研究和应用的基础.
数理统计学使用概率论和其它数学方法，研究通过试验和观察收集带有随机误差的数据，并在设定的数学模型(统计模型)之下，对这种数据进行分析(称为统计分析)，以对所研究的问题做出推断(称为统计推断) .
由于客观上只允许进行次数不多的观察和试验， 往往所收集的统计数据(资料)只能反映事物的局部特征，数理统计的任务就在于以概率论作为理论基础，从统计资料所反映的局部特征来推断事物的整体特征.
一、总体和样本

一个统计问题总有它明确的研究对象，研究对象的全体称为总体，总体中每个成员称为个体，总体中所包含的个体的个数称为总体的容量。总体包括有限总体和无限总体。
来自总体X的样本
[image: image1565.wmf]1
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若满足：

（1）同分布性: Xi (i=1,…,n)与总体同分布；
（2）独立性: 
[image: image1566.wmf]1
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相互独立；
则称为容量为n的简单随机样本, 简称样本。称
[image: image1567.wmf]1
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的一次实现为样本观察值，记作
[image: image1568.wmf]1
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，显然，当总体
[image: image1569.wmf]~()
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或
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时，样本联合分布函数和密度函数分别为
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例如 设
[image: image1573.wmf]16
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是来自服从参数为
[image: image1574.wmf]l

的泊松分布
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的样本，则样本的联合分布律为
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，其中
[image: image1577.wmf]0,1,2,;1,2,,6
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又如 设
[image: image1578.wmf]16
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是来自
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上均匀分布的样本，
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为常数，则样本
[image: image1581.wmf]16
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的联合密度函数为
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二、统计量
事实上我们抽样后得到的资料都是具体的、确定的值，如我们从某班大学生中抽取10人测量身高，得到10个数，它们是样本取到的值而不是样本，我们只能观察到随机变量取的值而见不到随机变量。统计是从手中已有的资料——样本值，去推断总体的情况——总体分布F(x)的性质。样本是联系二者的桥梁，总体分布决定了样本取值的概率规律，也就是样本取到样本值的规律，因而可以由样本值去推断总体。
由样本值去推断总体情况，需要对样本值进行“加工”，这就要构造一些样本的函数，它把样本中所含的（某一方面）的信息集中起来，这种不含任何未知参数的样本的函数称为统计量，它是完全由样本决定的量。
定义8-1  设
[image: image1583.wmf](
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是总体
[image: image1584.wmf]X

的一个样本， 若
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是不含任何未知参数的连续函数，则称样本函数
[image: image1586.wmf](
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为统计量(Statistic).
说明：因为样本
[image: image1587.wmf](
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中的每一个个体都是随机变量，而统计量
[image: image1588.wmf](
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是随机变量的函数，因此统计量是一个随机变量，若
[image: image1589.wmf](
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的一组观测值，则称
[image: image1591.wmf](
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为统计量
[image: image1592.wmf](

)

n

X

X

X

g

,

,

,

2

1

L

的观测值。

    统计量是处理、分析数据的主要工具。对统计量的一个最基本的要求就是可以将样本观测值代入进行计算，因而不能含有任何未知的参数。

例8-1  设
[image: image1593.wmf](
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是来自总体
[image: image1594.wmf]X

的样本，
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，其中
[image: image1596.wmf]2
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[image: image1597.wmf]1
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均为统计量。
但诸如等均不是统计量，因它含有未知参数
[image: image1600.wmf]m

或
[image: image1601.wmf]s

.
例8-2  设
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是来自
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上均匀分布的样本，
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未知，则下列样本函数中哪些是统计量？
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答  
[image: image1609.wmf]1
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和
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是统计量，因为
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都含有未知参数
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设
[image: image1614.wmf](
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是从总体
[image: image1615.wmf]X

中抽取的一个样本，则有以下几种常用统计量:
（1）样本均值
[image: image1616.wmf]1
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    此统计量可给总体带来取值集中点的信息.
（2）样本方差
[image: image1617.wmf]2222
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此统计量可给总体带来取值离散程度的信息.
修正方差
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显然，
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样本均方差（标准差）
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修正标准差
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（3）样本k阶原点矩
[image: image1622.wmf]1
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（4）样本k阶中心矩
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上述统计量的观察值分别为：
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（5）顺序统计量  将
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中观察值按由小到大顺序排列, 则
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将其称为一组顺序统计量(Order Statistic)。
其中
[image: image1633.wmf](
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为最小顺序统计量；
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为最大顺序统计量；称
[image: image1635.wmf](
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[image: image1636.wmf]k

个顺序统计量( No.k Order Statistic) .

三、统计中常用的三种分布
统计量的分布称为抽样分布，数理统计中常用到如下三个分布： 
[image: image1637.wmf]2
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分布、 t分布和F分布。
1. 
[image: image1638.wmf]2
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分布（
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分布是由标准正态分布派生出来的一种分布）
设
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所服从的分布为自由度为n的
[image: image1642.wmf]2
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分布，记作
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[image: image1644.wmf]2
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分布的性质：
（1）设 
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相互独立，都服从正态分布
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（2）设
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（3）若
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（4）
[image: image1656.wmf]2
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分布的分位点：设
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例如  可通过查表求得
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2. 
[image: image1665.wmf]t

分布（
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分布和标准正态分布派生出来的一种分布）
设
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分布的性质：
（1）
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分布的密度函数关于
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（2）若
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（3）
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分布的分位点：设
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例如  可通过查表求得
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分布的
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3. 
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[image: image1707.wmf]F

分布的性质：
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即它的数学期望并不依赖于第一自由度n1..
（3）
[image: image1713.wmf]F
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分布的
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例如  可通过查表求得
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四、正态总体的抽样分布

1.单个正态总体的抽样分布

设总体X的均值为
[image: image1725.wmf]m

，方差为
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和样本方差
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    当总体为正态分布时，给出几个重要的抽样分布定理。

定理8-1（样本均值的分布）设
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定理8-2（样本方差的分布）设
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,,

n

XX

L

是来自总体
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[image: image1742.wmf]X

与
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即      
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定理8-3（样本均值的分布）设
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在未知总体
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且样本均值
[image: image1758.wmf]X

与方差
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[image: image1760.wmf]2

S

*

相互独立，根据
[image: image1761.wmf]t

分布的定义，有
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例8-3  总体
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2. 两个正态总体下的抽样分布
定理8-4（两总体样本均值差、样本方差比的分布）设
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分别是这两个样本的样本均值，
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称为混合样本方差.
证明   ⑴ 根据正态总体抽样分布基本定理6-1，有
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所以                  
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（1）当
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根据正态总体抽样分布基本定理有
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  相互独立，

根据
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同样根据正态总体抽样分布基本定理，知
[image: image1798.wmf]U

和
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独立。则由
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分布的定义有
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例8-4  设总体
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（1）写出Z所服从的分布；（2）求
[image: image1809.wmf](11)
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例8-5  设总体
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[image: image1812.wmf]2

s

=

；（2）
[image: image1813.wmf]s

未知，但已知样本方差
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例8-6  设总体
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是它的一个样本，求常数a，b，c使得
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分布，并求出自由度。
    例8-7  设总体X服从泊松分布
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的概率分布；（2）计算
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	作业安排

	教材习题八：2,3,5,6,8,9

	课外思考

	1.从正态总体
[image: image1825.wmf]2
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中抽取样本
[image: image1826.wmf]110
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，

（1）已知
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，求概率
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；

（2）
[image: image1829.wmf]m

未知，求概率
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2.教材习题八打*号的第10题。


	第十二讲
	课时/课次:
	教学日期（学年/学期）

	点估计
	3/12
	2015-16/1

	教学目标

	一、理解参数估计、点估计的概念

二、了解点估计量的评价标准

三、掌握矩估计法

四、掌握极大似然估计法

	教学内容

	知识点：
一、矩估计法

二、最大似然估计法

三、估计量的评价标准
重点:

矩估计法和最大似然估计法
难点: 
最大似然估计法

	教学过程及教学方法

	统计推断是数理统计的重要内容，它是指在总体的分布完全未知或形式已知而参数未知的情况下，通过抽取样本对总体的分布或性质做出推断.统计推断的基本逻辑是：虽然总体的分布还没有完全确定（例如总体的分布函数中还含有未知的参数），由于从总体中抽取的样本包含有总体的信息，因此就可以通过对样本的观察，分析提炼出总体的信息. 这是现象反映本质，通过对现象的观察，分析把握本质这一哲学思想的生动体现. 统计推断大致可以分为估计问题和假设检验问题两大类.
本章重点介绍参数估计问题，即根据样本对总体分布中所包含的未知参数或总体的数字特征做出数值上的估计.主要内容包括：点估计和区间估计.

设有一个统计总体，总体的分布函数为
[image: image1831.wmf](,)
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，其中
[image: image1832.wmf]q

为未知参数（
[image: image1833.wmf]q

可以是向量)。现从该总体抽样，得样本
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，要依据该样本对参数
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作出估计，或估计
[image: image1836.wmf]q

的某个已知函数
[image: image1837.wmf]()
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。这类问题称为参数估计。参数估计包括点估计（就是本次课要将的内容）和区间估计。
例如 我们要估计某队男生的平均身高。

假定身高服从正态分布
[image: image1838.wmf]2
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，现从该总体选取容量为5的样本，我们的任务是要根据选出的样本（5个数）求出总体均值
[image: image1839.wmf]m

的估计。而全部信息就由这5个数组成。设这5个数是：  1.65   1.67  1.68   1.78   1.69

估计
[image: image1840.wmf]m

为1.68，这是点估计；
估计
[image: image1841.wmf]m

在区间 [1.57, 1.84] 内，这是区间估计。
设
[image: image1842.wmf]1
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是总体X的一个样本，其分布函数为
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，其中(为未知参数，
[image: image1844.wmf]Q

是已知的，称为参数空间，若统计量
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可作为( 的一个估计，则称之为( 的一个估计量，记为
[image: image1846.wmf]ˆ
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. 即
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注: 当X离散时
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为分布律，当X连续时
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为密度函数来代替。
若
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称为( 的估计值。
我们介绍两种常用的构造估计量的方法, 即矩估计法和最大似然估计法.
一、 矩估计

当样本容量很大时，在统计上可以用样本矩去估计总体矩，这一事实导出矩估计法。矩估计法是英国统计学家K.皮尔逊最早提出来的。
矩估计方法（简称“矩法”）的关键点是
（1）用样本矩作为总体同阶矩的估计，即
若
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特别地，用样本均值
[image: image1856.wmf]X

来估计总体均值
[image: image1857.wmf]()
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，用样本方差
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来估计总体方差
[image: image1859.wmf]()

DX

。

（2）约定：若
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是未知参数( 的矩估计，则
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例9-1  设总体
[image: image1863.wmf]X

的概率密度函数为
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求参数
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的矩估计量.
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如果我们获得一组样本观测值，其样本均值为
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例9-2  设总体
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的均值
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解得
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此例表明，总体
[image: image1888.wmf]X

均值和方差的矩估计量分别是样本均值与样本的二阶中心矩，而不依赖总体
[image: image1889.wmf]X

的分布.

矩法的优点是简单易行，并不需要事先知道总体是什么分布；缺点是，当总体类型已知时，没有充分利用分布提供的信息。一般场合下，矩估计量不具有唯一性，其主要原因在于建立矩法方程时，选取那些总体矩用相应样本矩代替带有一定的随意性。
二、最（极）大似然估计法
它是在总体类型已知条件下使用的一种参数估计方法。它首先是由德国数学家高斯在1821年提出的。然而，这个方法常归功于英国统计学家费歇，费歇在1922年重新发现了这一方法，并首先研究了这种方法的一些性质。
由于矩估计法只需假设总体矩存在，没有充分利用总体分布提供的信息，为获得更理想的估计，需要引入最大似然估计法，它的一个直观想法是某个随机试验有若干个结果A,B,C等，如果在一次试验中出现A，则认为事件A发生的概率是最大的. 

例如，一只袋子里有黑白两种外形相同的球，这两种球的数量不详，只知道它们占总数的比例：一种球为10%，另一种球占90%. 今从中任抽取一只球，取得白球，一种比较合理的想法是认为袋子里白球的数量较多，占总数的90%，这就是最大似然估计法的基本思想.我们通过下面的例子说明最大似然估计法的原理.

似然函数与极大似然估计：设
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为该总体的似然函数. 若有
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则称
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[image: image1895.wmf]q

的极大似然估计。
求极大似然估计的步骤
Ⅰ）作似然函数   
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Ⅱ）取自然对数        
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Ⅲ）求导数，列方程        
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若该方程有解，则其解即为所求的
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例9-3  设总体
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对数似然函数为
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令   
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求得
[image: image1905.wmf]l

的最大似然估计值为
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注1   若概率分布中含有多个未知参数, 则可解方程组
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   得到
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例9-4 设
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解  似然函数为
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对数似然函数为
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分别求关于
[image: image1915.wmf]m

和
[image: image1916.wmf]2
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的偏导数,得以下对数似然方程组
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解上述方程组得
[image: image1918.wmf]m

和
[image: image1919.wmf]2
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的最大似然估计值分别为
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因此
[image: image1921.wmf]m

和
[image: image1922.wmf]2
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的最大似然估计量分别为
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注2   若
[image: image1925.wmf]ˆ
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是未知参数
[image: image1926.wmf]q

的极大似然估计，
[image: image1927.wmf]()
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的严格单调函数，则
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例9-5  设
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解  总体
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的概率密度为  
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似然函数为
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对数似然函数为
[image: image1936.wmf](
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的最大似然估计值为
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最大似然估计量为
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是单调的，

所以
[image: image1943.wmf]p

的最大似然估计量为
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注3  由似然方程解不出( 的似然估计时，可由定义通过分析直接推求。
    例9-6  设
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的极大似然估计
解   记  
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似然函数为  
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注意到对于
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因此,取
[image: image1953.wmf]q

的最大似然估计值为
[image: image1954.wmf](
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二、估计量的选择标准

例9-7  设总体
[image: image1955.wmf]X

服从参数为
[image: image1956.wmf]l

的泊松分布，
[image: image1957.wmf]0
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为未知参数. 现有以下样本值

3,4,1,5,6,3,8,7,2,0,1,5,7,9,8

试求未知参数
[image: image1958.wmf]l

的估计值.

解  由于
[image: image1959.wmf](
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的估计量,利用样本值得


[image: image1962.wmf](

)

1

3415638720157984.6

15

x

=++++++++++++++=


这样，我们获得了参数
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的估计量
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在本例中，对于总体
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的一个样本
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的估计量；同样地，
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的估计量.这样，对于同一个参数，可以有许多不同的点估计；在这些估计中，我们自然地希望挑选一个最“优”的点估计.因此，有必要建立评价估计量优劣的标准.下面介绍几个常用的标准：无偏性、有效性和一致性.

1. 无偏性

对于不同的样本值来说,由估计量
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真实值的两旁随机地摆动.要确定估计量
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  定义9-1  如果未知参数
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则称
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的无偏估计量.

在科学技术中，称
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估计的系统误差. 无偏估计的实际意义就是无系统误差.

例9-8  设
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例9-9  设总体
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的均值
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证明  在第六章第二节中，我们证明了
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例9-10  设总体
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证明    易见
[image: image2022.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

2

,,

n

EXEXESDX

ll

====



[image: image2023.wmf](
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 因此，估计量
[image: image2025.wmf](
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的无偏估计.

2. 有效性
同一个参数可以有多个无偏估计量，那么用哪一个为好呢？设参数
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定义9-2  设
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且至少存在一个
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例9-11  设
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的一个样本, 
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因此，这些估计量都是
[image: image2055.wmf]m

的无偏估计量.  由于
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从而
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	作业安排

	教材习题九：8,11,12,14

	课外思考

	1. 设
[image: image2058.wmf]1
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是取自总体
[image: image2059.wmf](,)

Bmp

的样本，其中m已知，0 < p < 1未知，求p的矩估计。
2. 设
[image: image2060.wmf]1
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是取自参数为
[image: image2061.wmf]l

的指数分布的样本，求
[image: image2062.wmf]l

的矩估计。
3. 设
[image: image2063.wmf]1
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是取自总体X的样本，X的密度函数为
[image: image2064.wmf]()
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，求参数
[image: image2065.wmf]s

的矩估计。
4. 设
[image: image2066.wmf]1

,,

n

XX

L

是取自均匀分布
[image: image2067.wmf](,)

Rab

总体的样本，求参数a,b的矩估计。
5. 设总体X的均值
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6. 设总体X的概率密度为
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7. 设总体X的概率密度为
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8. 设
[image: image2083.wmf]1

,,

n

XX

L

为取自总体X的样本，
[image: image2084.wmf]()

1

,

~(),,

0,

x

ex

Xfx

mq

m

qm

q

--

ì

³

ï

=

í

ï

î

其

它

为未知参数，其中( > 0，求
[image: image2085.wmf],

qm

的矩估计和极大似然估计。
9. 设总体
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10. 设
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11. 设总体X服从参数为
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的指数分布，其概率密度为
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12. 试证明例9中当
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13.设
[image: image2103.wmf]1

,,

n

XX

L

是总体
[image: image2104.wmf]X

的一个简单随机样本，
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14.为了对一批产品估计其废品率p，随机取一样本
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	第十三讲
	课时/课次:
	教学日期（学年/学期）

	区间估计和假设检验
	3/12
	2015-16/1

	教学目标

	一、掌握区间估计的基本思想

二、理解置信区间，置信度、枢轴变量的概念

三、掌握正态总体参数的区间估计
四、了解假设检验的提法及基本思想

五、掌握假设检验的主要步骤

	教学内容

	知识点：
一、区间估计的基本思想
二、置信区间、置信度、枢轴变量的概念
三、单个正态总体均值与方差的置信区间

1. 参数
[image: image2115.wmf]m

的置信区间

2. 参数
[image: image2116.wmf]2

s

的置信区间

四、两个正态总体均值差与方差比的置信区间

1. 设
[image: image2117.wmf]2

1

s

和
[image: image2118.wmf]2

2

s

已知,求
[image: image2119.wmf]2
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m

m
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的置信区间

2. 设
[image: image2120.wmf]2
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2

2

1

s

s
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未知,求
[image: image2121.wmf]2

1

m
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的置信区间
五、假设检验的提法及基本思想

六、假设检验的主要步骤
重点:

单个正态总体下的参数的区间估计，假设检验的主要步骤
难点: 
正态总体下的参数的区间估计，假设检验的基本概念

	教学过程及教学方法

	前面我们讨论了参数点估计，它是用样本算得的一个值去估计未知参数，但是点估计值仅仅是未知参数的一个近似值，它没有反映出这个近似值的误差范围，使用起来把握不大，  区间估计正好弥补了点估计的这个缺陷。比如，在估计湖中鱼数的问题中，若我们根据一个实际样本，得到鱼数 N 的极大似然估计为1000条。实际上，N的真值可能大于1000条，也可能小于1000条。若我们能给出一个区间，在此区间内我们合理地相信 N 的真值位于其中，这样对鱼数的估计就有把握多了。也就是说，我们希望确定一个区间，使我们能以比较高的可靠程度相信它包含真参数值。这里所说的“可靠程度”是用概率来度量的，称为置信度或置信水平。

习惯上把置信水平记作
[image: image2122.wmf]1
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，这里
[image: image2123.wmf]a

是一个很小的正数，置信水平的大小是根据实际需要选定的。例如，通常可取置信水平
[image: image2124.wmf]10.95
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或0.9等。根据一个实际样本，由给定的置信水平，我们求出一个尽可能小的区间
[image: image2125.wmf][,]
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，使得
[image: image2126.wmf]{}1
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，称区间
[image: image2127.wmf][,]
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为
[image: image2128.wmf]q

的置信水平为
[image: image2129.wmf]1
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的置信区间。
一、置信区间的概念

设
[image: image2130.wmf]1

,,

n

XX

L

是来自总体
[image: image2131.wmf]~(,)
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的样本，
[image: image2132.wmf]q
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是未知参数，对于任给的
[image: image2133.wmf]01
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，若存在由样本
[image: image2134.wmf]1
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确定的两个统计量
[image: image2135.wmf]q

和
[image: image2136.wmf]q

，使得
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      （10-1）
则称随机区间
[image: image2138.wmf][,]
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为
[image: image2139.wmf]q

的双侧
[image: image2140.wmf]1
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的置信区间，
[image: image2141.wmf]1
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为置信水平。其中
[image: image2142.wmf]1
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称为置信下限，
[image: image2143.wmf]1
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称为置信上限。
    可见，对参数
[image: image2144.wmf]q

作区间估计，就是要设法找出两个只依赖于样本的界限(构造统计量)。
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， 
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一旦有了样本，就把
[image: image2148.wmf]q

估计在区间
[image: image2149.wmf][,]

qq

内。
这里有两个要求：
Ⅰ）要求
[image: image2150.wmf]q

以很大的可能被包含在区间
[image: image2151.wmf][,]
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内，就是说概率要尽可能大。即要求估计尽量可靠。
Ⅱ）估计的精度要尽可能的高。如要求区间长度尽可能短，或能体现该要求的其它准则。
可靠度与精度是一对矛盾，一般是在保证可靠度的条件下尽可能提高精度。
2.置信区间的求法
（1）先求出
[image: image2152.wmf]q

的一个点估计(通常为极大似然估计)：
[image: image2153.wmf]1
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（2）通过
[image: image2154.wmf]ˆ
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的分布，构造枢轴函数
[image: image2155.wmf]ˆ
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，使得
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只含有待估参数
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且分布已知
（3）令a < b，使得
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（4）由
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代入观测值及(值查表计算得所求置信区间
[image: image2160.wmf][,]
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例10-1 已知某产品的重量(单位:克) 
[image: image2161.wmf]2
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，其中
[image: image2162.wmf]8
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已知，
[image: image2163.wmf]m

未知，现从中随机抽取9个样品，其平均重量为
[image: image2164.wmf]575.2
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克，求该产品的均值
[image: image2165.wmf]m

的置信水平为
[image: image2166.wmf]95%

的置信区间。
解   样本均值
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是未知参数
[image: image2168.wmf]m

的较优的点估计，同时有
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因此，我们构造一个枢轴量
[image: image2171.wmf]X
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，选取区间
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即
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这样我们得到
[image: image2175.wmf]m

的置信水平为
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由
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所以，
[image: image2181.wmf]m

的一个置信区间为
[image: image2182.wmf][
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可见，确定区间估计很关键的是要寻找一个待估参数
[image: image2183.wmf]q

和估计量
[image: image2184.wmf]ˆ
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的函数
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的分布为已知，不依赖于任何未知参数。而这与总体分布有关，所以总体分布的形式是否已知，是怎样的类型，至关重要。
需要指出的是，给定样本、给定置信水平，置信区间也不是唯一的。对同一个参数，我们可以构造许多置信区间。
例如，设
[image: image2187.wmf]1
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是来自总体
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已知，求参数
[image: image2190.wmf]m

的置信水平为
[image: image2191.wmf]10.95
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的置信区间。

首先构造枢轴变量
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，由标准正态分布表，对任意a, b，我们可以求得
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例如，由
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的置信水平为
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的置信区间为
[image: image2197.wmf][1.96,1.96]

XnXn

ss

-+


由
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的置信水平为
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的置信区间为
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这个区间比前面一个要长一些。类似地，我们可得到若干个不同的置信区间。任意两个数a和b，只要它们的纵标包含f(u)下95%的面积，就确定一个95%的置信区间。我们总是希望置信区间尽可能短。在概率密度为单峰且对称的情形，当a =-b时求得的置信区间的长度为最短。即使在概率密度不对称的情形，如
[image: image2202.wmf]2
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分布，F分布，习惯上仍取对称的分位点来计算未知参数的置信区间。
我们可以得到未知参数的的任何置信水平小于 1 的置信区间，并且置信水平越高，相应的置信区间平均长度越长. 也就是说，要想得到的区间估计可靠度高，区间长度就长，估计的精度就差，这是一对矛盾. 实用中应在保证足够可靠的前提下，尽量使得区间的长度短一些. 
二、正态总体下的置信区间
1. 单正态总体情形

设
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（1）均值估计（
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可得到
[image: image2211.wmf]m
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（2）均值估计（
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即
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因此
[image: image2225.wmf]m

的置信水平为
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或者        
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例10-2 假设轮胎的寿命
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算得
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（3）方差估计（
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已知，估计
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我们选取随机变量
[image: image2239.wmf](

)

2

2

1

1

n

i

i

X

m

s

=

-

å

作为枢轴量，对于给定的置信水平
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因此
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         （10-4）
（4）方差估计（
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例10-3  在例10-2中，求
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2. 双正态总体情形
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可得到
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例10-4  分别从
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例10-5 为了估计磷肥对某农作物增产的作用，现选用20块条件大致相同的地块进行对比试验. 其中10块地施磷肥，另外10块地不施磷肥，得到单位面积的产量如下（单位：公斤）：
施磷肥：620, 570, 650, 600, 630, 580, 570, 600, 600, 580;

不施磷肥：560, 590, 560, 570, 580, 570, 600, 550, 570, 550.

设施磷肥的地块的单位面积的产量
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即我们可以认为磷肥对此农作物增产有作用.

3、 假设检验
1. 的基本思想和方法

在本节中，我们将讨论不同于参数估计的另一类重要的统计推断问题，这就是根据样本的信息检验关于总体的某个假设是否正确，这类问题称作假设检验问题。假设检验分为参数假设检验（总体分布已知）和非参数假设检验（总体分布未知）。这一章我们讨论对参数的假设检验。
引例 罐装可乐的容量按标准应在350毫升和360毫升之间。生产流水线上罐装可乐不断地封装，然后装箱外运。怎么知道这批罐装可乐的容量是否合格呢？把每一罐都打开倒入量杯，看看容量是否合于标准。这样做显然不行！通常的办法是进行抽样检查。                                                    如每隔1小时，抽查5罐，得5个容量的值X1，…，X5，根据这些值来判断生产是否正常。       如发现不正常，就应停产，找出原因，排除故障，然后再生产；如没有问题，就继续按规定时间再抽样，以此监督生产，保证质量。很明显，不能由5罐容量的数据，在把握不大的情况下就判断生产不正常，因为停产的损失是很大的。当然也不能总认为正常，有了问题不能及时发现，这也要造成损失。如何处理这两者的关系，假设检验面对的就是这种矛盾。现在我们就来讨论这个问题。
在正常生产条件下，由于种种随机因素的影响，每罐可乐的容量应在355毫升上下波动。  这些因素中没有哪一个占有特殊重要的地位。因此，根据中心极限定理，假定每罐容量服从正态分布是合理的，这样我们可以认为X1,…,X5是取自正态总体
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是一个常数，现在要检验的假设是：
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它的对立假设是：
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称
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为原假设，
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为备择假设。（在实际工作中，往往把不轻易否定的命题作为原假设。）
那么，如何判断原假设H0 是否成立呢？
由于
[image: image2327.wmf]m

是正态分布的期望值，它的估计量是样本均值
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，因此
[image: image2329.wmf]X

可以根据
[image: image2330.wmf]X

与     
[image: image2331.wmf]0

m

的差距
[image: image2332.wmf]0

X

m

-

来判断H0 是否成立。当
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较小时，可以认为H0 是成立的；当
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较大时，应认为H0 不成立，即生产已不正常。
较大、较小是一个相对的概念，合理的界限在何处？应由什么原则来确定？这里用到人们在实践中普遍采用的一个原则：小概率事件在一次试验中基本上不会发生。
在假设检验中，我们称这个小概率为显著性水平，用
[image: image2335.wmf]a

表示。
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的选择要根据实际情况而定。常取
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现在回到我们前面罐装可乐的例中： 

提出假设：：
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由于
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已知，选择检验统计量
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，它能衡量差异
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大小且分布已知。对给定的显著性水平
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，可以在
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表中查到分位点的值
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也就是说，
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是一个小概率事件，故我们可以取拒绝域为：
[image: image2347.wmf]2
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如果由样本值算得该统计量的实测值落入区域R，则拒绝H0 ；否则，不能拒绝H0 . 
这里所依据的逻辑是：如果H0 是对的，那么衡量差异大小的某个统计量落入区域R(拒绝域) 是个小概率事件。如果该统计量的实测值落入R，也就是说， H0 成立下的小概率事件发生了，那么就认为H0不可信而否定它。否则我们就不能否定H0 （只好接受它）。不否定H0并不是肯定H0一定对，而只是说差异还不够显著，还没有达到足以否定H0的程度。 所以假设检验又叫——显著性检验。
如果显著性水平
[image: image2348.wmf]a

取得很小，则拒绝域也会比较小。其产生的后果是H0难于被拒绝。如果在
[image: image2349.wmf]a

很小的情况H0仍被拒绝了，则说明实际情况很可能与之有显著差异。基于这个理由，人们常把
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时拒绝H0称为是显著的，而把在
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时拒绝H0称为是高度显著的。
2. 假设检验的一般步骤
    例10-6 某工厂生产的一种螺钉，标准要求长度是32.5毫米。实际生产的产品，其长度X 假定服从正态分布
[image: image2352.wmf]22
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未知，现从该厂生产的一批产品中抽取6件，得尺寸数据如下：32.56, 29.66, 31.64, 30.00, 31.87, 31.03

问这批产品是否合格?
分析：这批产品(螺钉长度)的全体组成问题的总体X.  现在要检验E(X)是否为32.5.   已知
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第一步：提出原假设和备择假设
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第二步：取一检验统计量，在H0成立下求出它的分布    
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（能衡量差异大小且分布已知） 
第三步：对给定的显著性水平
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即
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是一个小概率事件。得否定域
[image: image2360.wmf]{||4.0322}
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第四步：将样本值代入算出统计量 t 的实测值 
[image: image2361.wmf]||2.9974.0322
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，没有落入拒绝域，故不能拒绝H0 .
（这并不意味着H0一定对，只是差异还不够显著，不足以否定H0 .）
3. 假设检验的两类错误
由于作出结论的依据是小概率原理：小概率事件在一次试验中基本上不会发生，不是一定不发生。所以假设检验会犯错误！
如果H0成立，但统计量的实测值落入否定域，从而作出否定H0的结论，那就犯了“以真为假”的错误；如果H0不成立，但统计量的实测值未落入否定域，从而没有作出否定H0的结论，即接受了错误的H0，那就犯了“以假为真”的错误。
假设检验的两类错误如下表：
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4. 单正态总体均值的假设检验
设
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Ⅱ）
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（2）检验假设
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Ⅱ）
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（3）检验假设
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Ⅱ）
[image: image2382.wmf]2
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[image: image2384.wmf](
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5. 双正态总体均值的假设检验
设
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（1）检验假设
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其中
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（2）检验假设
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Ⅱ）
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其中
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（3）检验假设
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其中
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例10-7 某种电子元件的寿命 X（以小时计）服从正态分布，
[image: image2411.wmf]2
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均未知。现测得16只元件的寿命如下：
    159   280   101   212   224   379   179   264
    222   362   168   250   149   260   485   170
问是否有理由认为元件的平均寿命大于225（小时）？
例10-8 在平炉进行一项试验以确定改变操作方法的建议是否会增加钢的得率，试验是在同一只平炉上进行的。每炼一炉钢时除操作方法外，其它条件都尽可能做到相同。先用标准方法炼一炉，然后用建议的新方法炼一炉，以后交替进行，各炼了10炉，其得率分别为：
   标准方法  78.1  72.4  76.2  74.3  77.4  78.4  76.0  75.5  76.7  77.3
   新方法    79.1  81.0  77.3  79.1  80.0  79.1  79.1  77.3  80.2  82.1
设这两个样本相互独立，且分别来自正态总体
[image: image2412.wmf]2
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和
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均未知。问建议的新操作方法能否提高得率？（取
[image: image2414.wmf]0.05
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	作业安排

	教材习题十：2,4,6,10；  教材习题十一：4,6,8,10

	课外思考

	1. 随机地取炮弹10发做试验，得炮口速度的标准差s=11(m/s)，炮口速度服从正态分布。求这种炮弹的炮口速度的标准差
[image: image2415.wmf]s

的置信水平为0.95的置信区间。
2. 某车间生产滚珠，从长期实践中知道，滚珠直径X (单位mm)服从
[image: image2416.wmf]2

(,0.2)

N

m

，从某天生产的产品中随机抽取6个，量得直径如下：
14.7，15.0，14.9，14.8，15.2 

求(的双侧0.9置信区间，和双侧0.99置信区间。
3. 某食品加工厂有甲乙两条加工猪肉罐头的生产线，设罐头重量服从正态分布并假设甲生产线与乙生产线互不影响。从甲生产线抽取10只罐头测得其平均重量
[image: image2417.wmf]501

xg

=

，已知其总体标准差
[image: image2418.wmf]1

5

g

s

=

；从乙生产线抽取20只罐头测得其平均重量
[image: image2419.wmf]498

yg

=

，已知其总体标准差
[image: image2420.wmf]2

4

g

s

=

，求甲乙两条生产线生产罐头重量的均值差
[image: image2421.wmf]12

mm

-

的双侧0.99置信区间。
4. 设总体
[image: image2422.wmf]2

~(,0.9)

XN

m

有容量为9的简单随机样本，均值
[image: image2423.wmf]5

x

=

，则未知参数
[image: image2424.wmf]m

的置信度为0.95的置信区间是              
5. 总体
[image: image2425.wmf]22

~(,),

XN

mss

已知，
[image: image2426.wmf]n

³

         时，才能使总体均值
[image: image2427.wmf]m

的置信度为0.95的置信区间长度不大于L.

A. 
[image: image2428.wmf]22
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       B. 
[image: image2429.wmf]22
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       C. 
[image: image2430.wmf]22

16

L

s

       D. 16  
6. 有一大批糖果.现从中随机地取 16 袋，称得重量(以克计)如下：
         506   508   499   503   504   510   497  512
         514   505   493   496   506   502   509  496
设袋装糖果的重量近似地服从正态分布，试求总体均值
[image: image2431.wmf]m

的置信水平0.95为的置信区间。
7. 有一大批糖果，现从中随机地取 16 袋，称得重量(以克计)如下：
         506   508   499   503   504   510   497  512
         514   505   493   496   506   502   509  496
设袋装糖果的重量近似地服从正态分布，试求总体标准差
[image: image2432.wmf]s

的置信水平0.95为的置信区间。
8. 为比较I，Ⅱ两种型号步枪子弹的枪口速度，随机地取I 型子弹10发，得到枪口速度的平均值为
[image: image2433.wmf]1

500()

xms

=

，标准差
[image: image2434.wmf]2
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，随机地取Ⅱ型子弹20发，得到枪口速度的平均值为
[image: image2435.wmf]2
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，标准差
[image: image2436.wmf]2
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，假设两总体都可认为近似地服从正态分布，且生产过程可认为方差相等。求两总体均值差
[image: image2437.wmf]12
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的置信水平为 0.95 的置信区间。
9. 研究由机器 A 和机器 B 生产的钢管的内径，随机地抽取机器 A生产的钢管18只，测得样本方差
[image: image2438.wmf]22
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，随机地取机器B 生产的钢管13只，测得样本方差
[image: image2439.wmf]22
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，设两样本相互独立，且设由机器 A 和机器 B 生产的钢管的内径分别服从正态分布
[image: image2440.wmf](
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均未知。试求方差比
[image: image2442.wmf]22
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的置信水平为 0.90 的置信区间。
10. 设
[image: image2443.wmf]2
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是来自总体X的一个样本，
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和
[image: image2446.wmf]2
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均未知，记
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，则假设
[image: image2449.wmf]0
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的t检验使用统计量
[image: image2450.wmf]T
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11. 设总体
[image: image2451.wmf]2
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，
[image: image2452.wmf]2
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为未知参数，从
[image: image2453.wmf]X

中抽取的容量为
[image: image2454.wmf]n

的样本均值记为
[image: image2455.wmf]X

，
修正本标准差为
[image: image2456.wmf]S
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，在显著性水平
[image: image2457.wmf]a

下，检验假设
[image: image2458.wmf]0

:80

H

m

=

, 
[image: image2459.wmf]1
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的拒绝域为       ，在显著性水平
[image: image2460.wmf]a

下，检验假设
[image: image2461.wmf]22
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（
[image: image2462.wmf]0

s

已知），
[image: image2463.wmf]2
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的拒绝域为          .

12. 在一个确定的假设检验中，与判断结果相关的因素有             
A. 样本值与样本容量      B. 显著性水平     C. 检验统计量    D. A,B,C同时成立
13. 设某产品的某项质量指标服从正态分布，已知它的标准差
[image: image2464.wmf]150

s

=

，现从一批产品中随机抽取了26个，测得该项指标的平均值为1637，问能否认为这批产品的该项指标值为1600（
[image: image2465.wmf]0.05

a
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）？
14. 某台机器加工某种零件，规定零件长度为100cm，标准差不超过2cm，每天定时检查机器运行情况，某日抽取10个零件，测得平均长度
[image: image2466.wmf]101
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=

，样本标准差
[image: image2467.wmf]2

Scm

=

，设加工的零件长度服从正态分布，问该日机器工作是否正常（
[image: image2468.wmf]0.05

a

=

）？
15. 从某锌矿的东西两只矿脉中，各取容量为9和8的样本分析后，计算其样本含锌量的平均值与方差分别为：

东支：
[image: image2469.wmf]2
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西支：
[image: image2470.wmf]2
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假设东西两支矿脉的含锌量都服从正态分布，对
[image: image2471.wmf]0.05
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，问能否认为两支矿脉的含锌量相同？


七、参考书
《概率与数理统计》王林书编  科学出版社

《概率与数理统计》周圣斌，周长新，李金玉编  中国矿业大学出版社
《概率统计典型题》龚冬保，王宁编  交大出版社
《概率统计》第二版  同济大学概率统计教研组编著   同济大学出版社

《概率论及数理统计》第二版  梁之舜 邓集贤等编著   高等教育出版社8．学生课程学
8、 学生课程学习要求

中学阶段的排列，组合与集合论的初步知识，高等数学中的一元微积分学和二重积分及无穷级数等。
九、课程考核方式及评分规程
学生最终考核成绩由平时成绩、期中测试成绩和期末考试卷面成绩三块构成。

其中：平时成绩占20%，期中测试成绩占10%，期末卷面成绩占70%

平时成绩包括课堂表现情况、课外作业完成情况和课堂出勤率三部分

1.本课程作业量较大且占据课堂教学的全过程。课内外学时比为1：2，其中用于完成作业的时间约占50%课外学时。每次课后，教师应根据当堂教学的内容和要求学生掌握的深广度布置一定类型和一定数量的课外作业，平均每次课作业量为3-6题。要求不少于3题，不大于6题。

2.对学生的要求是：按时独立完成作业，不抄袭，书写要求规范、整齐、清晰，应作在装订成册的作业本上。一般作业可每周交一次，不得迟交。

3.对就教师批改作业的要求是：教师按学院规定，每次批改不得少于1/3，并及时发还给学生。批改时要指出错误之处，并要求学生改正。每次批改后，可结合教学讲解作业中的典型错误。作业应记成绩，可按A、B、C、D记分制记分。

4.本课程结束后要进行考查或考试，以笔试进行。若为考试课，则按学院考试规范进行，试卷成绩按70%的比例记入总成绩，平时成绩按30%的比例记入总成绩。若为考查课，期末测验成绩按40%的比例记入总成绩，平时成绩按60%的比例记入总成绩，记分以优、良、中、及格和不及格五级记分。
十、考试诚信规定
考试违规与作弊依据学校相关规定
十一、课堂规范
（1）课堂纪律：依据四川理工相关规定
（2）课堂礼仪：依据四川理工相关规定
十二、课程资源
（1）教材与参考书：以教师提供的参考书为准
（2）专业学术专著：教师提供相关资源，学生根据自己实际情况自由选择参阅
（3）专业刊物：教师提供相关资源，学生根据自己实际情况自由选择参阅
（4）网络课程资源：教师提供相关资源，学生根据自己实际情况自由选择参阅
（5）课外阅读资源：教师提供相关资源，学生根据自己实际情况自由选择参阅
十三、学术合作备忘录（契约）
（1）阅读课程实施大纲，理解其内容
（2）同意遵守课程实施大纲中阐述的标准和期望
B
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