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1．教学理念
1.1关注学生的发展

以学生为主体，关注学生情感、态度与价值观的体现与发展。教学不仅要培养学生学习知识，应用知识的能力，激发学生的主动学习的热情，同时要将学习能力的培养和人才建设的培养相结合，潜移默化地培养学生积极的人生态度，正确的价值观、人生观和科学的世界观，培养学生的自学能力、逻辑思维能力和空间思维能力，发挥学生的主观能动性。采用提问式、讨论式、启发式等教学方法，引导学生主动参与到教学过程中来。对课程内容的理解上，授课教师应对课程的重点、难点讲课思路清晰，化难为简。同时将一些实际问题作为讨论对象，有针对性的讲解，尽量采用形象化的多媒体技术进行讲述，使学生较为容易接受。

1.2关注教学的有效性

在教学内容取舍上，要讲究教学实效，根据教学目标和教学任务来进行取舍；要理论联系实际，常微分方程这门课程理论性强，较为抽象，因此，应更多的将实际问题中的实例引入课堂，这样可以引起学生对课程的学习兴趣。

1.3关注教学的策略

本课程为了取得教学实效，授课教师制作了生动形象的课件，主要由多媒体加板书的形式授课，并安排有课堂讨论、自学写读书报告、课堂练习等。

1.4关注教学价值观

第一，要完成科学知识的讲授和社会经验的传递，发展学生智育；
第二，要发展学生的智能和体能，使学生形成能力，掌握个人生存和为社会服务的本领；
第三，要重视学生操作能力、动手能力、实践能力的培养，在理论和实践结合上掌握知识，学习技术，习得方法；

第四，要对学生进行思想教育，逐步使学生树立正确的世界观、科学的人生观、形成良好道德品质、行为习惯，树立与市场经济相适应的思想和品格
2．课程介绍
2.1课程的性质
常微分方程是数学专业的一门基础理论课，是数学联系实际的一个活跃分支，在物理学、力学、化学、生物学以及其他领域中有着广泛的应用。是数学与应用数学专业、应用统计专业、信息与计算科学专业的必修考试课，它属于数学分析的一个分支，学好常微分方程基本理论与方法对进一步学习研究数学理论和实际应用均非常重要。

2.2课程在学科专业结构中的地位、作用
常微分方程是数学与应用数学专业、应用统计专业、信息与计算科学专业学生一门重要的专业基础课，而且也是物理、经济、工程等学科不可缺少的基础课程之一，比如他是数学物理方程、动力系统定性理论、微分方程数值解、生物数学、数学模型、数理经济、经济数学以及自动控制、生物学、经济学等许多后续课程的基础，是数学理论中不可缺少的一个环节，也是学生学习本学科近代知识的基础，对培养学生分析问题和解决问题的能力有重要作用。
2.3课程的前沿及发展趋势
常微分方程是数学物理方程、动力系统定性理论、微分方程数值解、生物数学、数学模型、数理经济、经济数学以及自动控制、生物学、经济学等许多后续课程的基础，其自身也在不断发展，是数学理论中不可缺少的一个环节，也是学生学习本学科近代知识的基础，常微分方程的研究还与其他学科或领域的结合而出现各种新的研究分支，如控制论、种群生态学、分支理论、泛函微分方程、脉冲微分方程、广义微分方程、时标微分方程等。
2.4学习本课程的必要性

常微分方程课程的理论研究在科学技术发展过程中起着十分重要的作用。20世纪六七十年代以后，常微分方程由于计算机技术的发展迎来了新的时期，从“求所有解”转入“求特殊解”时代，发展了具有新性质的特殊的解和方程，如混沌（解）、奇异吸引子及孤立子等。孤立子本是物理上有重要意义的偏微分方程新类型解，但它们往往对应于可积的哈密顿系统的常微分方程，从而引发了对停顿百年的常微分方程可积性的研究热潮，由此可见微分方程对数学的发展起着十分重要的作用。

3．教师简介
3.1教师的职称、学历
张利平，女，汉族，1964年6月生，中共党员，副教授，大学本科生。
3.2教育背景
1986年7月本科毕业于四川大学数学系，获理学学士学位。毕业后分配到自贡师范高等专科学校数学系任教，1991年9月—1992年6月在四川师范大学进修（助教进修班）1999年12月任副教授、2001年9月任数学系副系主任，2004年四校合并后任四川理工学院数学系教学办主任，由于年龄原因，2009年以来任数学系老师。

自1986年以来，先后为数学、计算机、化学等专业主讲了数学分析、常微分方程、高等数学、拓扑学、线性代数等5门课程。多次被评为校“三八”红旗手，曾获课堂教学一等奖和二等奖。

3.3研究兴趣（方向）
从事应用数学方向研究。曾承担了本科生课程《数学分析》、《常微分方程》、《高等数学》、《线性代数》、《拓扑学》等课程的教学任务。

4．先修课程

数学分析、高等代数、空间解析几何。

5．课程目标

5.1知识与技能方面
通过本课程的学习，使学生熟悉各种基本类型常微分方程的解法、解的性质及其某些应用，使学生正确理解常微分方程的基本概念，深入掌握基本理论和主要方法，具有一定的分析问题和解决问题的能力，为学习本课程的近代内容与后续课程打下基础。

5.2过程与方法方面
通过课堂+网络学习平台，教师引导，学生自主学习的以学生为主体的学习过程。
5.3情感、态度与价值观方面

培养学生对新知识、推广知识的好奇心和求知欲，培养感悟能力，注意力、记忆力、观察力、思维力、想象力等，培养良好的个性心理品质和自我调节控制心理的能力，培养科学的信念，坚韧的毅力、奋发的精神等。

6．课程内容
6.1课程的内容概要

课程内容体系结构：主要由常微分方程的解法和解的存在定理两大部分组成。其中，一阶微分方程的初等解法是常微分方程的解法的核心内容。

各章分布如下：
第1章  绪论                              
第2章  一阶微分方程的初等解法

第3章  一阶微分方程的解的存在定理                        
第4章  高阶微分方程

6.2教学重点、难点、学时安排

见各教学单元

6.3学时安排

总学时：45
7.课程教学实施
7.1教学单元一

7.1.1教学日期：

7.1.2教学目标：1. 理解常微分方程及其解的概念，能判别方程的阶数、线性与非线性。

            2. 掌握将实际问题建立成常微分方程模型的一般步骤。

                3. 理解积分曲线和方向场的概念
7.1.3教学内容：第一章 绪论——§1 常微分方程模型，§1 基本概念和常微分方程的发展史
教学重点：微分方程的基本概念，
教学难点：积分曲线和方向场
7.1.4教学过程：
第一章 绪论（4学时）
第一节 常微分方程模型及发展史
1、微分方程的产生和发展

    常微分方程有着深刻而生动的实际背景，它从生产实践与科学技术中产生，又成为现代科学技术分析问题与解决问题的强有力工具。该课程是与微积分一起成长起来的学科，是学习泛函分析、数理方程、微分几何的必要准备，本身也在工程力学、流体力学、天体力学、电路振荡分析、工业自动控制以及化学、生物、经济等领域有广泛的应用。
300多年前，Newton与Leibniz奠定微积分基本思想的同时,就正式提出了微分方程的概念.

17世纪末到18世纪，常微分方程研究的中心问题是如何求出通解的表达式.

19世纪末到20世纪处,主要研究解的定性理论与稳定性问题.

20世纪进入新的阶段,定性上升到理论,进一步发展分为解析法、几何方法、数值方法.

解析方法:是把微分方程的解看作是依靠这个方程来定义的自变量的函数.

几何方法:(或定性方法)把微分方程的解看作是充满平面或空间或其局部的曲线族.

数值方法:求微分方程满足一定初始条件(或边界)条件的解的近似值的各种方法.

微分方程差不多是和微积分同时先后产生的，苏格兰数学家耐普尔创立对数的时候，就讨论过微分方程的近似解。牛顿在建立微积分的同时，对简单的微分方程用级数来求解。后来瑞士数学家雅各布·贝努利、欧拉、法国数学家克雷洛、达朗贝尔、拉格朗日等人又不断地研究和丰富了微分方程的理论。

    常微分方程的形成与发展是和力学、天文学、物理学，以及其他科学技术的发展密切相关的。数学的其他分支的新发展，如复变函数、李群、组合拓扑学等，都对常微分方程的发展产生了深刻的影响，当前计算机的发展更是为常微分方程的应用及理论研究提供了非常有力的工具。

    牛顿研究天体力学和机械力学的时候，利用了微分方程这个工具，从理论上得到了行星运动规律。后来，法国天文学家勒维烈和英国天文学家亚当斯使用微分方程各自计算出那时尚未发现的海王星的位置。这些都使数学家更加深信微分方程在认识自然、改造自然方面的巨大力量。

微分方程的理论逐步完善的时候，利用它就可以精确地表述事物变化所遵循的基本规律，只要列出相应的微分方程，有了解方程的方法。微分方程也就成了最有生命力的数学分支。
2、微分方程模型
微分方程是数学联系实际问题的重要渠道之一,将实际问题建立成微分方程模型最初并不是数学家做的,而是由化学家、生物学家和社会学家完成的。
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例1   物体冷却过程的数学模型

将某物体放置于空气中，在时刻
[image: image2.wmf]0

t

=

时，测得它的温度为
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℃，10分钟后测得温度为
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℃.确定物体的温度与时间的关系,并计算20分钟后物体的温度.假定空气的温度保持为
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解   设物体在时刻
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的温度为
[image: image7.wmf]()

uut

=

,由牛顿(Neweon)冷却定律可得

                
[image: image8.wmf]()       (0,  )

aa

du

kuukuu

dt

=-->>

                           (1.1)

这是关于未知函数
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的一阶微分方程,利用微积分的知识将(1.1)改为
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两边积分,得到    
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根据初始条件, 当
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再根据条件
[image: image18.wmf]10

t

=

分钟时,
[image: image19.wmf]1

uu

=

,得到    
[image: image20.wmf]10

10

()

k

aa

uuuue

-

=+-


              
[image: image21.wmf]0

1

1

ln

10

a

a

uu

k

uu

-

=

-


将
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由方程(1.5)得知,当
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分钟时,物体的温度
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温度与时间的关系也可通过图形表示出来.如图(1.1). 可解释为：经过一段时间后，物体的温度和空气的温度将会没有什么差别了.事实上，经过2小时后，物体的温度已变为24℃，与空气的温度已相当接近.法律破案判断尸体的死亡时间就是用这一冷却过程的函数关系来判断的.
例 2  动力学问题

物体由高空下落,除受重力作用外,还受到空气阻力的作用,空气的阻力可看作与速度的平方成正比,试确定物体下落过程所满足的关系式.

解  设物体质量为
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，空气阻力系数为
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，又设在时刻
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物体的下落速度为
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物体所受的合外力为
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而且, 满足初始条件
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例 3  电力学问题

在如图(1.2)所示的
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电路,它包括电感
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[image: image47.wmf]K

合上后,电流
[image: image48.wmf]I

应满足的微分方程.

解  经过电感
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因为
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这就是电流
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应满足的微分方程.如果
[image: image60.wmf]()

et

=常熟，得到

                                
[image: image61.wmf]2

2

0

dIRdII

dtLdtLC

++=

                            （1.10）

如果又有
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例 4  人口模型

英国人口统计学家马尔萨斯（Malthus）在1798年提出了闻名于世的Malthus人口模型的基本假设是：在人口自然增长的过程中，净相对增长率（单位时间内人口的净增长数与人口总数之比）是常数，记此常数为
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将上式改写为
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于是变量
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其中
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为任意常数.（因为
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也是方程（1.17）的解.

如果设初始条件为
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代入上式可得
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，.即方程（1.17）满足初值条件（1.19）的解为
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如果
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，上式说明人口总数
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将按指数规律无限增长.将时间
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以1年或10年离散化，那么可以说，人口数是以
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为公比的等比数列增加的.

当人口总数不大时，生存空间、资源等极充裕，人口总数指数的增长是可能的.但当人口总数非常大时，指数增长的线性模型则不能反映这样一个事实；环境所提供的条件只能供养一定数量的人口生活，所以Malthus模型在
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很大时是不合理的.

荷兰生物学家Verhulst引入常数
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（环境最大容纳量）表示自然资源和环境条件所容纳的最大人口数，并假设净相对增长率为
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按此假定，人口增长的方程应改为
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这就是Logistic模型.当
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相比可以忽略，则模型变为Malthus模型；但
[image: image98.wmf]m

N

与
[image: image99.wmf]N

相比不是很大时，
[image: image100.wmf]2

m

rN

N

这一项就不能忽略，人口增长的速度要缓慢下来.我们用Logistic模型.来预测地球未来人数，某些人口学家估计人口自然增长率为
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而统计得世界人口在1960年为29.8亿，增长率为1.85%，由Logistic模型.（1.21），有
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，即世界人口容量82.3亿，以（1.21）式右端为二项多项式，以
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时人口增长率增加；当
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时人口增长率减少，即人口增长到
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时增长率将逐渐减少.这与人口在20世纪70年代为40亿左右时增长率最大的统计结果相符.

    小结：从以上的讨论可以看出，将实际问题转化为数学模型这一事实，这正是许多应用数学工作者和工程应用模拟方法解决物理或工程问题的理论根据.以上我们只举出了常微分方程的一些简单的实例,其实在自然科学和技术科学的其它领域中，都提出了大量的微分方程问题.所以说，社会的生产实践是微分方程理论取之不尽的基本源泉.此外，常微分方程与数学的其它分支的关系也是非常密切的，它们往往互相联系、互相促进.例如，几何学就是常微分方程理论的丰富的源泉之一和有力工具. 考虑到常微分方程是一门与实际联系比较密切的数学基础课程，我们自然应该注意它的实际背景与应用；.而作为一门数学基础课程，我们又应该把重点放在应用数学方法研究微分方程本身的问题上.因此，在学习中，不应该忽视课程中所列举的实际例子以及有关的习题，并从中注意培养解决实际问题的初步能力.但是，按照课程的要求，我们要把主要精力集中到弄清常微分方程的一些基本理论和掌握各种类型方程的求解方法这两方面来，这是本课程的重点，也是我们解决实际问题的必要工具.而解决的过程为：（1）建立方程;（2）求解方程;（3）分析问题.关键的是第一步，即对所研究问题，根据已知定律公式以及某些等量关系列出微分方程和相应的初始条件.如果指出了由微分方程所确定的未知函数的求法，那么未知量间的关系便找到了.寻求微分方程所确定的未知函数是微分方程理论的基本问题.
§2   基本概念

1、常微分方程和偏微分方程

      微分方程：将自变量、未知函数以及它的导数联系起来的关系式.

常微分方程： 只含一个自变量的微分方程.

偏微分方程：自变量的个数为两个或两个以上的微分方程.

方程

                          
[image: image108.wmf]2

2

()

dydy

bcyft

dtdt

++=

                            （1.17）

                          
[image: image109.wmf]2

0

dydy

ty

dtdt

æö

++=

ç÷

èø

                              （1.18）

                           
[image: image110.wmf]2

2

sin0

dyg

y

dtl

+=

                                （1.19）

是常微分方程的例子，
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是未知函数，仅含一个自变量
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是偏微分方程的例子，
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是未知函数，
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是自变量.

     微分方程的阶数：微分方程中出现的最高阶导数的阶数.

例如，方程（1.17）、（1.19）是二阶的常微分方程，而方程（1.20）、（1.21）是二阶的偏微分方程.

一般的
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阶微分方程具有形式 
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这里
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的已知函数，而且一定含有
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是未知函数，
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是自变量.

2、线性和非线性

     如果微分方程对于未知函数及它的各阶导数的有理整式的整体而言是一次的，称为线性微分方程，否则是非线性微分方程.如：
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是非线性微分方程，而（1.17）是一个二阶的线性微分方程. 一般的
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阶线性微分方程具有形式
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       （1.24）  

这里
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是
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的已知函数.

3、解和隐式解

微分方程的解：满足微分方程的函数称为微分方程的解.即若函数
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代入式（1.22）中，使其成为恒等式，称
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为方程（1.22）的解.

例如容易验证
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是方程
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的解

如果关系式
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决定的隐函数
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为方程（1.22）的解，称
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是方程（1.22）的隐式解.例如，一阶微分方程
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有解
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是方程的隐式解.

4、通解和特解

     通解：具有
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个独立的任意常数
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称为方程（1.22）的通解.

注：所谓函数
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含有
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个独立常数，是指存在
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的某一邻域，使得行列式
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其中
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    特解：方程满足特定条件的解.

    定解问题：求方程满足定解条件的求解问题.定解条件分为初始条件和边界条件，相应的定解问题分为初值问题和边值问题. 

一般地，初值问题为
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特解可以通过初始条件限制，从通解中确定任意常数而得到,如例1中，含有一个任意常数
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就是一阶方程（1.1）的通解；而
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就是满足初始条件
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的特解.

5、积分曲线和方向场

      一阶微分方程
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的解
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是
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平面上的一条曲线，将它称为微分方程的积分曲线；而方程（1.20）的通解
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对应于
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平面上的一族曲线，称为方程的积分曲线族；满足初始条件
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的特解就是通过点
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的一条积分曲线.

     方程（1.25）的积分曲线上每一点
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的切线斜率
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在这点的值，也就是说，积分曲线的每一点
[image: image166.wmf](,)

xy

及这点上的切线斜率
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恒满足方程（1.25）；反之，如果一条曲线上每点的切线斜率刚好等于函数
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在这点的值，则这一条曲线就是方程（1.25）的积分曲线.
      设函数
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的定义域为
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处，画上一小线段，使其斜率恰好为
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，将这种带有小线段的区域
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称为由方程（1.25）所规定的方向场.

      在方向场中，方向相同的点的几何轨迹称为等斜线.微分方程（1.25）的等斜线方程为

                                      
[image: image175.wmf](,)

fxyk

=

                               （1.26）

例 5   
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解  积分曲线族是
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是等斜线.

例6（习题7）微分方程
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，证明其积分曲线关于坐标原点
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成中心对称的曲线，也是微分方程的积分曲线.

证  设
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而
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所以
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满足微分方程，故
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为微分方程的积分曲线.并且相对于
[image: image196.wmf]L

关于原点
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成中心对称曲线.

六．小结
7.1.5教学方法：
PPT讲授法
7.1.6作业安排及课后反思

作业：P26:1(2),3(3),4,5,7
课后反思：

人口模型是否与当今世界人口的统计结果相符？ 
7.1.7课前准备情况及其他相关特殊要求

新学期的打算，怎样学好〈〈常微分方程〉〉？
7.1.8参考资料
朱思铭等主编《数学模型》
7.2教学单元二
7.2.1教学日期：

7.2.2教学目标：理解变量分离方程以及可化为变量分离方程的类型（齐次方程），熟练掌握变量分离方程的解法
7.2.3教学内容：第二章 一阶微分方程的初等解法——§1 变量分离方程与变量变换。

教学重点：变量分离法
教学难点：可化为变量分离方程的类型的解法
7.2.4教学过程：

第一节变量分离方程与变量变换（4学时）

1、 变量分离方程
   1) 变量分离方程

形如
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的方程，称为变量分离方程，其中函数
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   2) 求解方法

    如果
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，方程(2.1)可化为，
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这样变量就分离开了,两边积分,得到
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把
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分别理解为
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容易验证由（2.2）所确定的隐函数
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满足方程（2.1）.因而（2.2）是（2.1）的通解.

如果存在
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也是（2.1）的解.可能它不包含在方程的通解（2.2）中，必须予以补上.

3) 例题

例1  求解方程
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解  将变量分离，得到
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两边积分，即得
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因而，通解为
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              这里的
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是任意的正常数.

或解出显式形式  
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例2  解方程
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并求满足初始条件：当
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的特解.

解  将变量分离，得到
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两边积分，即得

                             
[image: image222.wmf]1

sin

xc

y

-=+


因而，通解为
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这里的
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是任意的常数.此外，方程还有解
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    例3  求方程
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的通解，其中
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的连续函数.

解  将变量分离，得到
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两边积分，即得

                        
[image: image235.wmf]ln()

yPxdxc

=+

ò

%


这里的
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是任意常数.由对数的定义，即有
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令
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此外，
[image: image241.wmf]0
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也是（2.3）的解.如果在（2.4）中允许
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也就包括在（2.4）中，因而，（2.3）的通解为（2.4），其中
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是任意常数.

注: 1.常数
[image: image245.wmf]c

的选取保证(2.2)式有意义.

    2.方程的通解不一定是方程的全部解,有些通解包含了方程的所有解，有些通解不能包含方程的所有解.此时，还应求出不含在通解中的其它解, 即将遗漏的解要弥补上.
    3.微分方程的通解表示的是一族曲线，而特解表示的是满足特定条件
[image: image246.wmf]00

()

yxy

=
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2、可化为变量分离方程的类型

1）.形如
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                                                        （2.5）

的方程，称为齐次方程，这里的
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是
[image: image250.wmf]u

的连续函数.
     另外,ⅰ)对于方程         
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其中函数
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事实上，取
[image: image260.wmf]1
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，则方程可改写成形如(2.5)的方程.
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       ⅱ)对方程            
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其中右端函数
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是
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的零次齐次函数，即对
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则方程也可改写成形如(2.5)的方程
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对齐次方程（2.5）利用变量替换可化为变量分离方程再求解.

                     令
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即
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，于是
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将（2.6）、（2.7）代入（2.5），则原方程变为
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整理后，得到
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                                             （2.8）

方程（2.8）是一个可分离变量方程，按照变量分离法求解，然后将所求的解代回原变量，所得的解便是原方程（2.5）的解.
例4  求解方程
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解  这是齐次方程，以
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代入，则原方程变为

                  
[image: image276.wmf]du

xuutgu

dx

+=+


即

                        
[image: image277.wmf]dutgu

dxx

=

                                                （2.9）

分离变量，即有
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两边积分，得到
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这里的
[image: image280.wmf]c

%

是任意的常数，整理后，得到
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此外，方程（2.9）还有解
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就包含在（2.10）中，这就是说，方程（2.9）的通解为（2.10）.

代回原来的变量，得到原方程的通解为
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例5  求解方程
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解 将方程改写为
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这是齐次方程，以
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分离变量，得到
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两边积分，得到（2.11）的通解
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这里的
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是任意常数.此外，（2.11）还有解
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注意，此解不包括在通解（2.12）中.

代回原来的变量，即得原方程的通解
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原方程的通解还可表为
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它定义于整个负半轴上.

注：1.对于齐次方程
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的求解方法关键的一步是令
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   2.齐次方程也可以通过变换
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使方程变为
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的可分离方程

小结：这一讲我们主要讲解了一阶微分方程的可分离变量法和齐次方程的
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形状的解法.而这一齐次方程通过变量替换任然可化为可分离方程，因而，一定要熟练掌握可分离方程的解法.

2）形如

                 
[image: image312.wmf]111

222

axbyc

dy

dxaxbyc

++

=

++

                                         （2.13）

的方程经变量变换化为变量分离方程，这里的
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均为常数.

分三种情况来讨论
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这时方程（2.13）属齐次方程，有
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此时，令
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，即可化为变量可分离方程.

（2）
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  设
[image: image319.wmf]11

22

ab

k

ab

==

，则方程可写成

       
[image: image320.wmf]221

22

222

()

()

()

kaxbyc

dy

faxby

dxaxbyc

++

==+

++


令
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这是一变量分离方程.

（3）
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这时方程（2.13）右端的分子、分母都是
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的一次式，因此
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代表
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平面上两条相交的直线，设交点为
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则（2.14）化为
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从而（2.13）变为
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因此，得到这种情形求解的一般步骤如下：

(1)解联立代数方程（2.14），设其解为
[image: image336.wmf],
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；

(2)作变换（2.15）将方程化为齐次方程（2.16）；

(3)再经变换
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将（2.16）化为变量分离方程；

(4)求解上述变量分离方程，最后代回原变量可得原方程（2.13）的解.

上述解题的方法和步骤也适用于比方程（2.13）更一般的方程类型
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此外，诸如
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（其中
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的齐次函数，次数可以不相同）等一些方程类型，均可通过适当的变量变换化为变量分离方程.

例6 求解方程
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解  解方程组  
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代入方程（2.17），则有
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 再令
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则（2.18）化为
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也就是（2.18）的解.因此方程（2.17）的通解为
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其中
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为任意的常数.

3、 应用举例

例7  电容器的充电和放电如图（2.1）所示的
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电路，开始时电容
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上没有电荷，电容两端的电压为零.把开关
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逐渐升高，经过相当时间后，电容充电完毕，再把开关
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合上“2”，这时电容就开始放电过程，现在要求找出充、放电过程中，电容
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两端的电压
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随时间
[image: image374.wmf]t

的变化规律.    

    解  对于充电过程，由闭合回路的基尔霍夫第二定理，
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对于电容
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将（2.20）代入（2.19），得到
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满足的微分方程
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这里
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都是常数.方程（2.21）属于变量分离方程.将（2.21）分离变量，得到
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两边积分，得到
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将初始条件：
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    这就是
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电路充电过程中电容
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两端的电压的变化规律.由（2.22）知道，电压
[image: image395.wmf]C

u

从零开始逐渐增大，且当
[image: image396.wmf]t

®+¥

时，
[image: image397.wmf]C

uE

®

，在电工学中，通常称
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的充电过程已基本结束.易见充电结果
[image: image404.wmf]C

uE

=

.

对于放电过程的讨论，可以类似地进行.

例8  探照灯反射镜面的形状

在制造探照灯的反射镜面时，总是要求将点光源射出的光线平行地射出去，以保证照灯有良好的方向性，试求反射镜面的几何形状.

解  取光源所在处为坐标原点，而
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绕
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轴旋转而成，则求反射镜面的问题归结为求
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平面上的曲线
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就得到函数
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所应满足的微分方程式
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这是齐次方程.由2.12知引入新变量
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可将它化为变量分离方程.再经直接积分即可求得方程的解.

对于方齐次方程（2.24）也可以通过变换
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积分（2.25）并代回原来变量，经化简整理，最后得
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其中
[image: image427.wmf]c

为任意常数.               

（2.26）就是所求的平面曲线，它是抛物线，因此，反射镜面的形状为旋转抛物面
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小结: 本节我们主要讨论了一阶可分离微分方程和齐次微分方程的求解问题.将各种类型的求解步骤记清楚的同时要注意对解的讨论.

   四．小结
7.2.5教学方法：

PPT讲授法
7.2.6作业安排及课后反思

作业：P42:1(2),(4),(5),(6);2(2),(3),(4);5;
课后反思：

请总结怎样把一般方程变为变量可分离的方程。

7.2.7课前准备情况及其他相关特殊要求

预习线性微分方程
7.2.8参考资料

丁同仁等主编《常微分方程》
7.3教学单元三

7.3.1教学日期：

7.3.2教学目标：理解一阶线性微分方程的类型，熟练掌握常数变易法及伯努力方程的求解．
7.3.3教学内容：第二章一阶微分方程的初等解法——§2 线性微分方程与常数变易法。

教学重点：线性微分方程的解法 
教学难点：常数变易法 

7.3.4教学过程：

第二节  线性微分方程与常数变易法（4学时）

1、一阶线性微分方程
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在
[image: image430.wmf]()0

ax

¹

的区间上可以写成
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对于
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有零点的情形分别在
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的相应区间上讨论.这里假设
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在考虑的区间上是
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的连续函数.

若
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，（2.28）变为
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称为一阶齐线性方程.

若
[image: image438.wmf]()0
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，（2.28）称为一阶非齐线性方程.

2、常数变易法

（2.3）是变量分离方程，已在例3中求得它的通解为
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这里
[image: image440.wmf]c

是任意的常数.

     下面讨论一阶非齐线性方程（2.28）的求解方法.

     方程(2.3)与方程(2.28)两者既有联系又有区别,设想它们的解也有一定的联系,在(2.4)中
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恒为常数时,它不可能是(2.28)的解,要使(2.28)具有形如(2.4)的解, 
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不再是常数,将是
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的待定函数
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两边微分，得到
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将（2.29）、（2.30）代入（2.28），得到
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即
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积分后得到
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这里
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是任意的常数..将（2.31）代入（2.29），得到
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                   （2.32）

这就是方程（2.28）的通解.

这种将常数变易为待定函数的方法，通常称为常数变易法.实际上常数变易法也是一种变量变换的方法.通过变换（2.29）可将方程（2.28）化为变量分离方程.

注: 非齐线性方程的通解是它对应的齐线性方程的通解与它的某个特解之和.

例1 求方程
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的通解，这里的
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为常数.

解  将方程改写为
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先求对应的齐次方程

                             
[image: image455.wmf]0

1

dyn

y

dxx

-=

+


的通解，得
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令                               
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微分之，得到
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以（2.34）、（2.35）代入（2.33），再积分，得
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将其代入公式（2.34），即得原方程的通解
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这里
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是任意的常数.

    例2  求方程
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解  原方程改写为
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把
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看作未知函数，
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看作自变量，这样，对于
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及
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来说，方程（2.36）就是一个线性方程了.

先求齐线性方程
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令
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代入（2.36），得到
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从而，原方程的通解为
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是任意的常数,另外
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也是方程的解.
特别的，初值问题
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的解为
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例3 试证

（1）一阶非齐线性方程（2.28）的任两解之差必为相应的齐线性方程（2.3）之解；

（2）若
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是（2.3）的非零解，而
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是（2.28）的解，则（2.28）的通解可表为
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为任意常数.

（3）方程（2.3）任一解的常数倍或两解之和（或差）仍是方程（2.3）的解.

证  （1）设
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,

yy

是非齐线性方程的两个不同的解，则应满足方程使
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       （1）—（2）有
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说明非齐线性方程任意两个解的差
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是对应的齐次线性方程的解.

（2）因为
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故结论成立.

（3）因为
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故结论成立.

3、Bernoulli方程

形如
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的方程，称为伯努利（
[image: image490.wmf]Bernoulli

）方程，这里
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连续函数.利用变量变换可将伯努利方程化为线性方程来求解.事实上，对于
[image: image493.wmf]0

y

¹

，用
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引入变量变换
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将（2.40）、2.41）代入（2.39），得到
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这是线性方程，用上面介绍的方法求得它的通解，然后再代回原来的变量，便得到（2.38）的通解.此外，当
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    例4 求方程
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解  这是
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这是线性方程，求得它的通解为

                                   
[image: image506.wmf]2

6

8

cx

z

x

=+


代回原来的变量
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这是原方程的通解. 此外，方程还有解
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例5  求方程
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解  将方程改写为
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这是一个自变量为
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，因变量为
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的伯努利方程.解法同上.

例6  求方程
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这个方程只要做一个变换，令
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便是伯努利方程.

小结;这次主要讨论了一阶线性微分方程的解法.其核心思想是常数变易法.即将非齐线性方程对应的齐线性方程解的常数变易为待定函数，使其变易后的解函数代入非齐次线性方程，求出待定函数
[image: image518.wmf]()

cx

，求出非齐次方程的解.我们还讨论了伯努利方程，求解过程为，先变换，将原方程化为非线性方程，再求解
四．小结
7.3.5教学方法：

PPT讲授法，讲练结合

7.3.6作业安排及课后反思

作业：P48:1(1),(3),(5);2,6,7
课后反思：

请熟练掌握常数变易法的推算过程。

7.3.7课前准备情况及其他相关特殊要求

请全面总结变量可分离方程和一阶线性方程的解法。

7.3.8参考资料

丁同仁等主编《常微分方程》
7.4 教学单元四

7.4.1教学日期：

7.4.2教学目标：理解恰当方程的类型，掌握恰当方程的解法及简单积分因子的求法
7.4.3教学内容：第二章一阶微分方程的初等解法——§3 恰当微分方程与积分因子。

教学重点：是恰当微分方程的初等解法 
教学难点：积分因子的求法 

7.4.4教学过程：

第三节   恰当方程与积分因子（4学时）

1、恰当方程的定义

    将一阶微分方程
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把
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平等看待，对称形式的一阶微分方程的一般式为
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假设
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  如果存在可微函数
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即                      
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则称方程(2.43)为恰当方程,或称全微分方程.

在上述情形,方程(2.43)可写成
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就是方程(2.43)的隐式通解,这里
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是任意常数(应使函数有意义).

2、 恰当方程的判定准则

     定理1设
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内连续可微,则方程(2.43)是恰当方程的充要条件是
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而且当(2.46)成立时,相应的原函数可取为
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或者也可取为
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证明   先证必要性.因为(2.43)是恰当方程,则有可微函数
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又知
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下面证明定理的充分性,即由条件(2.46),寻找函数
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,使其适合方程(2.45).从(2.47)可知
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即(2.45)成立,同理也可从(2.48)推出(2.45).

例1.   解方程
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解   这里
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可见不论
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故方程的通解为
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3、恰当方程的解法

   上述定理已给出恰当方程的解法,下面给出恰当方程的另两种常用解法.

解法1.  已经验证方程为恰当方程,从
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其中
[image: image562.wmf]()

y

f

为待定函数,再利用
[image: image563.wmf](,)

y

uNxy

=

,有

                   
[image: image564.wmf]22

1

()

22

xx

y

y

f

¢

+=+

    从而
[image: image565.wmf]1

()

y

y

f

¢

=


于是有                  
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只需要求出一个
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,因而省略了积分常数.把它代入(2.50)便得方程的通解为
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解法2.  分项组合的方法

        对(2.49)式重新组合变为
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于是                   
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从而得到方程的通解为       
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4、积分因子的定义及判别

对于微分形式的微分方程
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如果方程（2.43）不是恰当方程，而存在连续可微的函数
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为一恰当方程，即存在函数
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则称
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是方程（2.43）的积分因子.此时
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如果函数
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都是连续可微的,则由恰当方程的判别准则知道, 
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5、积分因子的求法

    方程(2.52)的非零解总是存在的，但这是一个以
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为未知函数的一阶线性偏微分方程，求解很困难，我们只求某些特殊情形的积分因子.

    定理2  设
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在某区域内都是连续可微的，则方程（2.43）

有形如
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的积分因子的充要条件是：函数
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就是方程（2.43）的积分因子.

证明  因为如果方程（2.43）有积分因子
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反之，如果（2.53）仅是
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因此函数（2.54）的确是方程（2.43）的积分因子. 

为了方便应用这个定理，我们就若干特殊情形列简表如下：

	类型
	条件
	积分因子
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例2.  解
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例3.   解方程
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方程两边乘以积分因子
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另外，还有特解
[image: image636.wmf]0

y

=

.它是用积分因子乘方程时丢失的解.

例4.   解方程   
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只须取
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.由上述简表知原方程有积分因子
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从而容易求得其通解为：
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六、积分因子的其他求法

以例4为例，方程的积分因子也可以这样来求：把原方程改写为如下两组和的形式：
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前一组有积分因子
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后一组有积分因子
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设想原方程有积分因子
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例5.    解方程     
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例6、试用积分因子法解线性方程（2.28）.

解  将（2.28）改写为微分方程
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（2.56）为恰当方程，又分项分组法 
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因此方程的通解为
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与前面所求得的结果一样.

    注：积分因子一般不容易求得可以先从求特殊形状的积分因子开始，或者通过观察法进行“分项分组”法求得积分因子.

课堂练习：习题中选择1-2题

五．小结
7.4.5教学方法：

讲练结合

7.4.6作业安排及课后反思

作业：P60:1(1),(3),(5);2(1),(3),(5);5;6,8;11
课后反思：

请全面总结变量可分离方程，一阶线性方程和恰当方程的解法。

7.4.7课前准备情况及其他相关特殊要求

预习一阶隐式方程
7.4.8参考资料

丁同仁等主编《常微分方程》

7.5 教学单元五

7.5.1教学日期：

7.5.2教学目标：理解一阶隐式方程的可积类型，掌握隐式方程的参数解法
7.5.3教学内容：第二章一阶微分方程的初等解法——§4 一阶隐式方程与参数表示
教学重点：一阶隐式方程的初等解法 
教学难点：隐式方程的参数表示
7.5.4教学过程：

 第四节 一阶隐方程与参数表示（2学时）

1、一阶隐方程 

    一阶隐式微分方程的一般形式可表示为:
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如果能解出
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,则可化为显式形式,根据前面的知识求解. 

例如方程
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但难以从方程中解出
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,或即使解出
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,而其形式比较复杂,则宜采用引进参数的方法求解.一般隐式方程分为以下四种类型:

           1) 
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2、求解方法

   Ⅰ）可以解出
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的方程

1) 讨论形如
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的方程的解法，假设函数
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fxy

¢

有连续的偏导数,引进参数
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将(2.58) 的两边对
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方程(2.59)是关于
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的一阶微分方程,而且属于显式形式.

     若求得(2.59)的通解形式为
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[image: image702.wmf](,(,))

yfxxc

j

=


     若求得(2.59)的通解形式为
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其中
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为参数, 
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是任意常数.

     若求得(2.59)的通解形式为
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其中
[image: image709.wmf]p

为参数, 
[image: image710.wmf]c

是任意常数.

    例1   求方程
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两边对
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将其代入(2.60),即得
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故参数形式的通解为
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当
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也是方程的解.

例2 求方程
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       解  令
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    两边对
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特解(2.63)与通解(2.62)中的每一条积分曲线均相切,因此称为方程的奇解.

2) 讨论形如
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的方程的求解方法,方程(2.64)与方程(2.57)的求解方法完全类似,假定函数
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     引进参数
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方程(2.66))是关于
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   Ⅱ）不显含
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的方程的解法.
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于是得到方程(2.67)参数形式的解为
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[image: image759.wmf]c

是任意常数.

例3 求解方程
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故原方程参数形式的通解为：
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    4)  讨论形如
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的方程,其解法与方程(2.67)的求解方法类似.
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故方程(2.69)的参数形式的通解
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[image: image779.wmf]c

是任意常数.

此外,不难验证,若
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例4 求解方程  
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积分,得到
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故原方程参数形式的通解为

                              
[image: image791.wmf]1

1

xc

t

yt

t

ì

=+

ï

ï

í

ï

=+

ï

î


其中
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是任意常数.此外, 当
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例5  求解方程
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[image: image797.wmf]yp

¢

=

,则有
[image: image798.wmf]2

1

xpp

+=

,取
[image: image799.wmf],(,)

22

ptgtt

pp

=Î-

,则
[image: image800.wmf]2

sin

sec

1

ptgt

xt

t

p

===

+


由
[image: image801.wmf]dypdx

=

得到

                  
[image: image802.wmf]cossin

dytgttdttdt

==


所以
[image: image803.wmf]cos

ytc

=-+


故原方程参数形式的通解为

                              
[image: image804.wmf]sin

cos

xt

ytc

=

ì

í

=-+

î


其中
[image: image805.wmf]c

是任意常数.
课堂练习：习题中选择1-2题

三．小结
7.5.5教学方法：

PPT讲授法

7.5.6作业安排及课后反思

作业：P63:1(1)(3)
课后反思：进一步熟悉一阶隐式方程的参数表示
7.5.7课前准备情况及其他相关特殊要求

预习第三章
7.5.8参考资料

丁同仁等主编《常微分方程》

7.6 教学单元六
7.6.1教学日期：
7.6.2教学目标：理解解的存在唯一性定理的条件、结论及证明思路，掌握逐次逼近法，熟练近似解的误差估计式。
7.6.3教学内容：第三章 一阶微分方程的解的存在定理——§1解的存在唯一性定理与逐步逼近法
教学重点：解的存在唯一性定理的证明
教学难点：利用解的存在唯一性定理证明有关方程的某些性质
7.6.4教学过程：
第三章 一阶微分方程的解的存在定理
第一节  解的存在性唯一性定理和逐步逼近法（7学时）
微分方程来源于生产实践际，研究微分方程的目的就在于掌握它所反映的客观规律，能动解释所出现的各种现象并预测未来的可能情况。在第二章介绍了一阶微分方程初等解法的几种类型，但是，大量的一阶方程一般是不能用初等解法求出其通解。而实际问题中所需要的往往是要求满足某种初始条件的解。因此初值问题的研究就显得十分重要，从前面我们也了解到初值问题的解不一定是唯一的。他必须满足一定的条件才能保证初值问题解的存在性与唯一性，而讨论初值问题解的存在性与唯一性在常微分方程占有很重要的地位，是近代常微分方程定性理论，稳定性理论以及其他理论的基础。
例如方程
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的解就是不唯一，易知[image: image808.wmf]0
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的解，此外，容易验证，[image: image810.wmf]2
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或更一般地，函数
                      [image: image811.wmf]2
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都是方程过点[image: image812.wmf](0,0)
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上的解，其中[image: image814.wmf]c

是满足[image: image815.wmf]01
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的任一数。
     解的存在唯一性定理能够很好地解释上述问题，它明确地肯定了方程的解在一定条件下的存在性和唯一性。另外，由于能得到精确解的微分方程为数不多，微分方程的近似解法具有重要的意义，而解的存在唯一性是进行近似计算的前提，如果解本身不存在，而近似求解就失去意义；如果存在不唯一，不能确定所求的是哪个解。而解的存在唯一性定理保证了所求解的存在性和唯一性。
1．存在性与唯一性定理：
（1）显式一阶微分方程
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上连续。 
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称为Lipschitz常数.
思路：
1） 求解初值问题(3.1)的解等价于积分方程
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的连续解。
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4) [image: image855.wmf]()
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这种一步一步求出方程解的方法——逐步逼近法.在定理的假设条件下,分五个命题来证明定理.
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证明   因为[image: image867.wmf]()
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定义在区间[image: image878.wmf]00

xxxh

££+

上的连续解.
反之,如果[image: image879.wmf]()

yx

j

=

是积分方程(3.5)上的连续解,则
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上有定义，连续且满足不等式
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证明   用数学归纳法证明
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即命题成立.
     假设[image: image903.wmf]nk
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即命题2对[image: image915.wmf]1
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均成立.
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证明  构造函数项级数
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它的部分和为
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于是[image: image924.wmf]{()}
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的一致收敛性与级数(3.9)的一致收敛性等价. 为此，对级数(3.9)的通项进行估计.
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由Lipschitz条件得知
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设对于正整数[image: image929.wmf]n

,有不等式
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成立,则由Lipschitz条件得知,当[image: image931.wmf]00
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于是由数学归纳法可知, 对所有正整数[image: image933.wmf]k

,有
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证明    由Lipschitz条件
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对定理说明几点:
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     (2)、 由于李普希兹条件的检验是比较费事的，而我们能够用一个较强的，但却易于验证的条件来代替他，即如果函数[image: image1006.wmf])
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     (3)、设方程(3.1)是线性的,即方程为
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     (4)、Lipschitz条件 是保证初值问题解惟一的充分条件，而非必要条件.
     例如  试证方程
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    此题说明Lipschitz条件 是保证初值问题解惟一的充分条件，而非必要条件.
     2)考虑一阶隐方程
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显然它是有界的,由定理1可知,方程(3.13)满足初始条件的[image: image1069.wmf]0
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则方程（3.12）存在唯一的解
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1、 近似计算和误差估计
求方程近似解的方法——Picard的逐次逼近法
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此式可用数学归纳法证明.
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例1 讨论初值问题
                    [image: image1088.wmf]22
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解的存在唯一性区间,并求在此区间上与真正解的误差不超过0.05的近似解,其中, [image: image1090.wmf]:11,11
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[image: image1099.wmf]3
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上,这个解与真正解得误差不超过0.05.
课堂练习：习题中选择1-2题
五．小结
7.6.5教学方法：PPT讲授法
7.6.6作业安排及课后反思：
作业：P88：1;2;3，4,5，7,9
课后反思：
总结五个命题的证明过程
7.6.7课前准备情况及其他相关特殊要求：
复习总结五个命题的证明过程
7.6.8参考资料：
丁同仁等主编《常微分方程》
7.7 教学单元七
7.7.1教学日期：
7.7.2教学目标：了解解的延拓定理及延拓条件，理解解对初值的连续性、可微性定理的条件和结论
7.7.3教学内容：第三章 一阶微分方程的解的存在定理——§2解的延拓 §3解对初值的连续性和可微性
教学重点：解对初值的连续性、可微性定理的证明
教学难点：利用解延拓定理及延拓条件能证明有关方程的某些性质
7.7.4教学过程：
 第二节  解的延拓 （2学时） 
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. 在实际引用中，我们也希望解的存在区间能尽量扩大，下面讨论解的延展概念，尽量扩大解的存在区间，把解的存在唯一性定理的结果由局部的变成大范围的.
1、饱和解及饱和区间
定义1   对定义在平面区域[image: image1110.wmf]G

上的微分方程
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2、局部李普希兹条件
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定理3 （延拓定理）如果方程[image: image1142.wmf])

,

(

y

x

f

dx

dy

=

的右端函数[image: image1143.wmf])

,

(

y

x

f

在（有界或无界）区域[image: image1144.wmf]2

GR

Î

上连续，且在关于[image: image1145.wmf]y

满足局部李普希兹条件，则对任意一点[image: image1146.wmf]00

(,)

xyG

Î

，方程[image: image1147.wmf])

,

(

y

x

f

dx

dy

=

以[image: image1148.wmf])

,

(

0

0

y

x

为初值的解[image: image1149.wmf])

(

x

j

均可以向左右延展，直到点[image: image1150.wmf](,())

xx

j

任意接近区域[image: image1151.wmf]G

的边界.
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看作方程(3.1)的解[image: image1177.wmf]()

yx

j

=

在定义区间[image: image1178.wmf]00

||

xxh

-£

的向右延拓,延拓到更大区间[image: image1179.wmf]00001

xhxxhh

-££++

.同样的方法,也可把解[image: image1180.wmf]()

yx

j

=

向左延拓.这种将曲线向左右延拓的办法可继续进行下去,最后将得到一个解[image: image1181.wmf]~

()

yx

j

=

,不能再向左右延拓了.这个解称为方程(3.1)的饱和解.
推论1  对定义在平面区域[image: image1182.wmf]G

上的初值问题
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内连续且关于[image: image1187.wmf]y

满足局部Lipschtiz条件,则它的任一非饱和解均可延拓为饱和解.
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的一个饱和解，则该饱和解的饱和区间[image: image1191.wmf]I

一定是开区间.
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推论3 如果[image: image1201.wmf]G
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的解的存在区间.
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点的解的存在区间.
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轴是它的边界.
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证明  根据题设,易知方程右端函数在整个[image: image1256.wmf]xoy
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第三节  解对初值的连续性和可微性定理（2学时）
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当初值发生变化时，对应的解是如何变化的？当初始值微小变动时，方程解的变化是否也很小呢？为此就要讨论解对初值的一些性质.
1、解关于初值的对称性
设方程(3.1)满足初始条件[image: image1291.wmf]00
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证明 在方程(3.1)满足初始条件[image: image1296.wmf]00
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对该积分曲线上的任意点均成立.
   2、 解对初值的连续依赖性
由于实际问题中初始条件一般是由实验 测量得到的，肯定存在误差. 有的时候误差比较大，有的时候误差比较小，在实际应用中我们当然希望误差较小，也就是说当[image: image1305.wmf]00
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变动很小的时候，相应的方程的解也只有微小的变动，这就是解对初值的连续依赖性所要研究的问题：在讨论这个问题之前，我们先来看一个引理：
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其中[image: image1313.wmf]0
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两边开平方即得(3.17).
利用此引理我们可以证明解对初值的连续依赖性：
    解对初值的连续依赖定理
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平面上一个有界闭集.
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满足Lipschitz条件, Lipschitz常数为[image: image1374.wmf]L

.
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                      (3.18)
于是对一切[image: image1399.wmf][,],|()()|
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根据方程解对初值的连续依赖定理及解对自变量的连续性有
3、解对初值的连续性定理
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4、解对初值和参数的连续依赖定理
   讨论含有参数[image: image1443.wmf]l
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5、解对初值和参数的连续性定理
设函数[image: image1473.wmf](,,)
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6、 解对初值的可微性定理
如果函数[image: image1479.wmf])
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的解,容易得到
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三．小结
7.7.5教学方法：PPT讲授法
7.7.6作业安排及课后反思：
作业：P102:1;2);3
课后反思：
怎样利用解的延拓定理及延拓条件能证明有关方程的某些性质
7.7.7课前准备情况及其他相关特殊要求：
复习解的存在唯一性定理的证明
7.7.8参考资料：
丁同仁等主编《常微分方程》
7.8 教学单元八
7.8.1教学日期：
7.8.2教学目标：1. 理解高阶线性微分方程的一般理论，n阶齐次（非齐次）线性微分方程解的性质与结构。
2.掌握n阶非齐次线性微分方程的常数变易法。 
7.8.3教学内容：第四五章 高阶微分方程——§1 线性微分方程的一般理论
教学重点：线性微分方程解的性质与结构。
教学难点：n阶非齐次线性微分方程的常数变易法
7.8.4教学过程：
第四章 高阶微分方程
第一节 线性微分方程的一般理论（6学时）
4.1.1引言   
讨论[image: image1546.wmf]n
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从这个定理可以看出，初始条件唯一地确定了方程（4.1）的解，而且这个解在所有[image: image1563.wmf]()(1,2,,)
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4.1.2 齐线性方程的解的性质与结构
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称为这些函数的伏朗斯基行列式。
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但是[image: image1655.wmf]0

x

=

显然也是方程（4.2）的满足初始条件（4.10）的解。由解的唯一性，即知[image: image1656.wmf]()0

xt

º

 [image: image1657.wmf]()

atb

££

，即
[image: image1658.wmf]1122

()()()0

nn

cxtcxtcxt

+++º

L

 [image: image1659.wmf]atb

££


因为[image: image1660.wmf]12

,,,

n

ccc

L

不全为0，这就与[image: image1661.wmf]12

(),(),,()

n

xtxtxt

L

线性无关的假设矛盾，定理得证。
推论2  设[image: image1662.wmf]12

(),(),,()

n

xtxtxt

L

是方程（4.2）定义在[image: image1663.wmf][,]

ab

上的[image: image1664.wmf]n

个解，如果存在[image: image1665.wmf]0

[,]

xab

Î

，使得它的朗斯基行列式[image: image1666.wmf]0

)

(

0

º

x

W

, 则该解组在[image: image1667.wmf][,]

ab

上线性相关.
推论3  方程（4.2）的[image: image1668.wmf]n

个解[image: image1669.wmf]12

(),(),,()

n

xtxtxt

L

在其定义区间[image: image1670.wmf][,]

ab

上线性无关的充要条件是，存在[image: image1671.wmf]0

[,]

xab

Î

，使得它的朗斯基行列式[image: image1672.wmf]0

)

(

0

¹

x

W

.
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其中，[image: image1678.wmf]12

,,,

n

ccc

L

是任意常数，且通解（4.11）包括了方程（4.2）的所有解。
证明：由叠加原理知道（4.11）是（4.2）的解，它包含有[image: image1679.wmf]n

个任意常数。这些常数是彼此独立的。事实上，
          [image: image1680.wmf][

]

12

'

12

12

(1)(1)(1)

12

(),(),()0

n

n

n

nnn

n

xxx

ccc

xxx

ccc

Wxtxtxt

xxx

ccc

---

¶¶¶

¶¶¶

¢¢

¶¶¶

¶¶¶

º¹

¶¶¶

¶¶¶

L

L

L

LLLL

L

 [image: image1681.wmf]()

atb

££


因此，（4.11）为方程（4.2）的通解；现在，我们证明它包括不方程的所有解。由定理1，方程的解唯一地决定于初始条件，因此，只需证明：任给一初始条件
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的线性代数方程组：
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它的系数行列式就是[image: image1686.wmf]0
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4.1.3 非齐线性方程与常数变易法
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的表达式代入（4.16）即得方程（4.1）的解
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显然，它并且是方程（4.1）的通解。为了得到方程的一个解，只需给常数[image: image1766.wmf](1,2,,)
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    从这里可以看出，如果以知对应的齐线性方程的基本解组，那么非齐线性方程的任一解可由求积得到。因此，对于线性方程来说，关键是求出齐线性方程的基本解组。
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解：应用常数变易法，令
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容易直接积分求得它的基本解组。事实上，将方程改写为
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故得原方程的通解为
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为任意常数。根据定理7，它包括了方程的所有解。
五．小结
7.8.5教学方法：PPT讲授法
7.8.6作业安排及课后反思：
作业：P131:1；2；3(1)，(3)，(4)；4
课后反思：掌握非齐次线性微分方程的常数变量易法．
7.8.7课前准备情况及其他相关特殊要求：
复习已学的一阶微分方程的解法
7.8.8参考资料：
丁同仁等主编《常微分方程》
7.9 教学单元九
7.8.1教学日期：
7.8.2教学目标：熟练掌握n阶常系数齐次线性微分方程的待定指数函数解法。
7.8.3教学内容：第四章 高阶微分方程——§2 常系数线性微分方程的解法
教学重点：n阶常系数齐次线性微分方程的通解。
教学难点：n阶常系数非齐次线性微分方程特解的求法
7.8.4教学过程：
第二节 常系数线性方程的解法（8学时）
讨论常系数线性方程的解法时，需要涉及实变量的复值函数及复指数函数的问题，我们在4.2.1中预先给以介绍。
4.2.1 复值函数与复值解
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如果[image: image1844.wmf]()
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上有导数。对于高阶导数可以类似地定义。
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上的可微函数，[image: image1850.wmf]c

是复值常数，容易验证下列等式成立：
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在讨论常系数线性方程时，函数[image: image1854.wmf]Kt
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将起着重要的作用，这里[image: image1855.wmf]K

是复值常数，我们现在给出它的定义，并且讨论它的简单性质。
设[image: image1856.wmf]Ki
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ab

=+

的共轭复数。
此外，还可容易证明函数[image: image1864.wmf]Kt
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由此可见，实变量的复值函数的求导公式与实变量的实值函数的求导公式完全类似，而复指数函数具有与实指数函数完全类似的性质。
现在我们引进线性方程的复值解的定义。定义于区间[image: image1869.wmf]atb
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对于[image: image1872.wmf]atb
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      的解。
4.2.2 常系数齐线性方程和欧拉方程
 为了书写上的方便引入下述符号：
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并把[image: image1889.wmf]L

称为线性微分算子.把算子作用于函数[image: image1890.wmf]y

上时，就是指对[image: image1891.wmf]y

施加上式右端的微分运算.
关于算子有以下两个性质：
1)常数因子可以提到算子符号外面：[image: image1892.wmf]]
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2)算子作用于两个函数和的结果等于算子分别作用于各个函数的结果之和：[image: image1898.wmf]]
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证明：
[image: image1899.wmf]]
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    设齐线性方程中所有系数都是常数，即方程有如下形状
[image: image1903.wmf][

]

11

1

1

0

nn

nn

nn

xxx

Lxaaax

ddd

dtdtdt

-

-

-

º++++=

L

                                  （4.19）
其中[image: image1904.wmf]12
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为常数,称（4.19）为[image: image1905.wmf]n

阶常系数齐线性方程。它的求解问题可以归结为代数方程求根问题，现在就来具体讨论方程（4.19）的解法。按照§4.1的一般理论，为了求方程（4.19）的通解，只需求出它的基本解组。下面介绍求（4.19）的基本解组的欧拉（Euler）待定指数函数法。
回顾一阶常系数齐线性方程
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其中[image: image1910.wmf]l

是待定常数，可以是实的，也可以是复的。
注意到
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的[image: image1915.wmf]n

次多项式。易知，（4.20）为方程（4.19）的解的充要条件是：[image: image1916.wmf]l

是代数方程
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                                    （4.21）
的根。因此，方程（4.21）将起着预示方程（4.19）的解的特性的作用，我们称它为方程（4.19）的特征方程，它的根就称为特征根。下面根据特征根的不同情况分别进行讨论。
1）特征根是单根的情形
设[image: image1918.wmf]12
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是特征方程（4.21）的[image: image1919.wmf]n
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均为实数，则（4.22）是方程（4.19）的[image: image1930.wmf]n

个线性无关的实值解，而方程（4.19）的通解可表示为
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为任意常数。
如果特征方程有复根，则因方程的系数是实常数，复根将成对共轭地出现。设[image: image1933.wmf]1
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根据定理8，它们的实部和虚部也是方程的解。这样一来，对应于特征方程的一对共轭复根[image: image1937.wmf]i
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2）特征根有重根的情形
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而对应的方程（4.19）变为
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易见它有[image: image1949.wmf]k
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可得    [image: image1958.wmf][
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于是方程（4.19）化为
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直接计算易得
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                                      （4.26）
还可以证明（4.25）和（4.26）的全部[image: image1985.wmf]n

个解线性无关，从而构成方程（4.19）的基本解组。
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                               （4.29）
的方程称为欧拉方程，这里[image: image2025.wmf]12
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为常数。此方程可以通过变量变换化为常系数齐线性方程，因而求解问题也就可以解决。
事实上，引进自变量的变换
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用数学归纳法不难证明：对一切自然数[image: image2030.wmf]k
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将上述关系式代入方程（4.29），就得到常系数齐线性方程
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其中[image: image2035.wmf]12
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可以证明这正是（4.30）的特征方程。因此，方程（4.31）的[image: image2044.wmf]m
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例5 求解方程[image: image2053.wmf]2
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解 寻找方程的形式解[image: image2054.wmf]K
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4.2.3 非齐线性方程·比较系数法与拉普拉斯变换法
现在讨论常系数非齐线性方程
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的求解问题，这里[image: image2070.wmf]12
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的特解，其中[image: image2076.wmf]k
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现在再分两种情形讨论。
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注意到[image: image2093.wmf]0
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令[image: image2102.wmf]k
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解 从上例知道对应的齐线性方程的通解为
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类型Ⅱ
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根据非齐线性方程的叠加原理（见习题4.1）方程
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的解之和必为方程（4.32）的解。
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附注：类型Ⅱ的特殊情形
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可用另一更简便的方法——所谓复数法求解。下面用例子具体说明解题过程。
例11 用复数法解例10。
解 由例10已知对应齐线性方程的通解为
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与例10所得结果相同。
（二）拉普拉斯变换法
常系数线性微分方程（组）还可以应用拉普拉斯变换法进行求解，这往往比较简便。
由积分
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这里我们简单地介绍拉普拉斯变换在解常系数线性方程中的应用。
设给定微分方程
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                                        （4.32）
及初始条件
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那么，按原函数微分性质有
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于是，对方程（4.32）两端施行拉普拉斯变换，并利用线性性质就得到
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即
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这就是方程（4.32）的满足所给初始条件的解[image: image2265.wmf]()
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可直接查拉普拉斯变换表或由反变换公式计算求得。
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解 对方程两端实行拉普拉斯变换，得到方程的解的象函数所应满足的方程：
[image: image2269.wmf]1

()(0)()

2

sXsxXs

s

--=

-


由此，并注意到[image: image2270.wmf](0)0

x

=

，得
[image: image2271.wmf]111

()

(1)(2)21

Xs

ssss

==-

----


直接查拉普拉斯变换表，可得[image: image2272.wmf]1

2

s

-

和[image: image2273.wmf]1

1

s

-

的原函数分别为[image: image2274.wmf]2

t

e

和[image: image2275.wmf]t

e

。因此，利用线性性质，就求得[image: image2276.wmf]()

Xs

的原函数为
[image: image2277.wmf]2

()

tt

xtee

=-


这就是所要求的解。
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再对新方程两边作拉普拉斯变换，得到
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这就是所要求的解。
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解 对方程两边施行拉普拉斯变换得
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把上式右端分解成部分分式
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这就是所要求的解。
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解 对方程实行拉普拉斯变换，得到
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把上式右端第一项分解为部分分式：
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由拉普拉斯变换表可求得
[image: image2303.wmf][
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此即为所要求的解。
4.2.4 质点振动
（1）无阻尼自由振动
考察数学摆的无阻尼微小自由振动方程
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是常数，方程变为
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这是二阶常系数齐线性方程，它的特征方程为
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特征根为共轭复根
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因此，方程（4.39）的通解为
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为常数。为了获得明显的物理意义，令
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因此，若取
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则（4.40）可以写成
[image: image2316.wmf](

)

22

12

12

2222

1212

cossinsincoscossin

cc

ccttAtt

cccc

jwwqwqw

æö

ç÷

=++=+

ç÷

++

èø


即
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这里[image: image2318.wmf]A

，[image: image2319.wmf]q
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从通解（4.41）可以看出，不论反映摆的初始状态的[image: image2321.wmf]A

与[image: image2322.wmf]q

为何值，摆的运动总是一个正弦函数，它是[image: image2323.wmf]t

的周期函数（参看图（4.1））。这种运动称为简谐振动。振动往返一次所需时间称为周期，记为[image: image2324.wmf]T
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，而与初值无关。
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此外，摆离开平衡位置的最大偏离称为振幅。数学摆的振幅为[image: image2331.wmf]A

，而[image: image2332.wmf]q

称为初位相。这里，振幅和初位相都依赖于初始条件。
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把（4.42）代入通解（4.41），得到
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（2）有阻尼自由振动
    从通解（4.41）可以看出，无阻尼的自由振动是按正弦规律作周期运动，摆动似乎可以无限期的进行下去。但是，实际情况并不是如此，摆总是经过一段时间的摆动后就会停下来，这说明我们所得的方程并没有完全反映物体运动的规律。因为空气阻力在实际上总是难免的，因此必须把运动阻力这一因素考虑进去，从而得到第一章已推导过的有阻尼的自由振动方程。
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它的特征方程为      [image: image2348.wmf]22
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特征根为           [image: image2349.wmf]22
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对于不同的阻尼值[image: image2350.wmf]n

，微分方程有不同形式的解，它表示不同的运动形式，现分下面三种情形进行讨论：
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w

<

的情形，这时，[image: image2352.wmf]12

,

ll

为一对共轭复根，记[image: image2353.wmf]22

1

n

ww

=-

，则
[image: image2354.wmf]1,21

ni

lw

=-±


而方程（4.43）的通解为
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和前面无阻尼的情形一样，可以把上述通解改写成如下形式：
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这里[image: image2357.wmf]A
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为任意常数。
从（4.45）可见，摆的运动已不是周期的，振动的最大偏离随着时间增加而不断减小，而摆从一个最大偏离到达同侧下一个最大偏离所需时间为[image: image2359.wmf]1
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的图形。而实线表示摆运动的偏离随时间变化的规律，它夹在两条虚线中间振动。因为阻尼的存在，摆的最大偏离随时间增大而不断减小，最后摆趋于平衡位置[image: image2361.wmf]0
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（ⅱ）大阻尼的情形：即[image: image2363.wmf]n
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，特征方程（4.44）有两个不同的负实根，方程（4.43）的通解为
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这里[image: image2366.wmf]12
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从（4.46）可以看出，摆的运动也不是周期的，因为方程
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对于[image: image2368.wmf]t

最多只有一个解，因此，摆最多只通过平衡位置一次，又因为
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得知，当[image: image2371.wmf]t

足够大时，[image: image2372.wmf]d
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的符号与[image: image2373.wmf]1
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的符号相反。因此，经过一段时间后，摆就单调地趋于平衡位置，因而在大阻尼的情形，运动不是周期的，且不再具有振动的性质。摆的运动规律（4.46）的图形如图（4.3）所示。
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（ⅲ）临界阻尼的情形：即[image: image2375.wmf]n
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，方程（4.43）的通解为
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这里[image: image2378.wmf]12
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是任意常数。
从（4.47）可以看出，摆的运动也不是周期的，它的运动规律（4.47）的图形他图（4.3）相类似。摆也不是具有振动的性质。数值[image: image2379.wmf]n
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时，摆具有振动性质，运动规律如图（4.2）所示。
（3）无阻尼强迫振动
数学摆的微小强迫振动方程可写为
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方程（4.48）的对应齐线性方程的通解为
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的解，这里[image: image2394.wmf]M
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是待定常数。将(4.49)代入（4.48），比较同类项系数，得到
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因此，方程（4.48）的通解为
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这个通解（4.50）由两部分组成，第一部分是无阻尼自由振动的解[image: image2399.wmf]sin()
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的解，将它代入（4.48），比较同类项系数得到
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因而，方程（4.48）的通解为
[image: image2407.wmf]sin()cos

2

H

Attt

jwqw

w

=+-

                                      （4.51）
    （4.51）表示随着时间的增大，摆的偏离将无限增加，这种现象称为共振现象。但是，实际上，随着摆的偏离的增加，到了一定程度，方程（4.48）就不能描述摆的运动状态了。
（4）有阻尼强迫振动
这时摆的运动方程为
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根据实际的需要，我们只讨论小阻尼的情形，即[image: image2409.wmf]n
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的情形。这时（4.52）的对应齐线性方程的通解为
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现求（4.52）的一个特解，这时可以寻求形如
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的特解，这里[image: image2415.wmf]M
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是待定常数。将（4.53）代进（4.52），比较同类项系数，得到
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为了获得更明显的物理意义，令
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这时（4.53）可以写成
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因此，（4.52）的通解为
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从（4.55）可以看出，摆的运动由两部分叠加而成，第一部分就有阻尼的自由振动，它是系统本身的固有振动，它随时间的增长而衰减，第二部分是由外力而引起的强迫振动项，它的振幅不随时间的增长而衰减。因此，考虑强迫振动时主要就考虑后一项[image: image2425.wmf]*
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我们现在来研究外力的圆频率[image: image2426.wmf]p
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而当[image: image2435.wmf]p
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时达到最小值。
把（4.56）代入（4.54），得到相应的最大振幅值为
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就是说，当外力的圆频率[image: image2440.wmf]22
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时，强迫振动项的振幅达到最大值，这时的圆频率称为共振频率，所产生的现象也叫共振现象。
四．小结
7.9.5教学方法：PPT讲授法
7.9.6作业安排及课后反思：
作业：p164:2（1）（3）（7）（10）;3（1）（3）；4（1）
课后反思：
掌握.n阶常系数非齐次线性微分方程特解的待定系数法
7.9.7课前准备情况及其他相关特殊要求：
求非齐次项为特殊形式的.n阶常系数非齐次线性微分方程的特解的方法
7.9.8参考资料：
丁同仁等主编《常微分方程》
7.10 教学单元十
7.8.1教学日期：
7.8.2教学目标：熟练掌握高阶微分方程的可降阶的方程类型并学会降阶 
7.8.3教学内容：第四章 高阶微分方程——§3 高阶方程的降阶和幂级数解法
教学重点：高阶方程的降阶
教学难点：高阶方程的幂级数解法
7.8.4教学过程：
第三节 高阶方程的降阶和幂级数解法（4学时）
4.3.1 可降阶的一些方程类型
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下面讨论三类特殊方程的降阶问题：
1）方程不显含未知函数
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若令
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如果能够求得方程（4.58）的通解
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即           
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为任意常数。可以验证，这就是方程（4.57）的通解。
特别地，若二阶方程不显含
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例1 求方程
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这是一阶方程，积分后得
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2）不显含自变量
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我们指出，若令
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这是关于
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例2 求解方程
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例3 求数学摆的运动方程
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这里
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将上式开方得到
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我们先讨论摆从最大的正偏离角
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将方程（4.62）分离变量，然后积分，并计及初始条件即得
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则（4.63）可些写为
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这里
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再注意到
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可将（4.65）写为
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当
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3）齐线性方程
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我们知道，方程（4.2）的求解问题归结为寻求方程的
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将这些关系式代入（4.2），得到
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这是关于
[image: image2548.wmf]y

的
[image: image2549.wmf]n

阶方程，且各项系数是
[image: image2550.wmf]t

的已知函数，而
[image: image2551.wmf]y

的系数恒等于零，因为
[image: image2552.wmf]k

x

是（4.2）的解。因此，如果引入新未知函数
[image: image2553.wmf]zy

¢

=

，并在
[image: image2554.wmf]0

k

x

¹

的区间上用
[image: image2555.wmf]k

x

除方程的各项，我们便得到形状如

[image: image2556.wmf](1)(2)

11

()()0

nn

n

zbtzbtz

--

-

+++=

L

                                        （4.67）
的
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其中
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因此，若对方程（4.67）仿一上做法，令
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并且还知道方程（4.68）的
[image: image2577.wmf]2

k

-

个线性无关解：

[image: image2578.wmf]1

i

i

k

z

u

z

-

¢

æö

=

ç÷

èø

，
[image: image2579.wmf]1,2,,2

ik

=-

L


由上面的讨论我们看到，利用
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的解，则由上面讨论知道，经变换
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这里
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例4 已知
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其中
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4.3.2 二阶线性方程的幂级数解法
例5 求方程
[image: image2607.wmf]dy

yx

dx

=-

的满足初始条件
[image: image2608.wmf](0)0

y

=

的解。
解 设

[image: image2609.wmf]2

012

n

n

yaaxaxax

=+++++

LL

                                   （4.71）
为方程的解，这里
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这就是所求的解。事实上，方程是一阶线性的，容易求得它的通解
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例6 求解方程
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解 同上例一样，以（4.71）形式上代入2方程并比较
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这就是所求原方程的特解，相当于通解中取
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例7 求初值问题
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解 同前面一样，以级数（4.71）形式上代入方程并比较
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此级数对任何
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都是发散的，故所给问题没有形如（4.71）的级数解。
例8 求方程
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解 设级数（4.71）为方程的解。首先，利用初始条件，可以得到

[image: image2661.wmf]0

0

a

=

，
[image: image2662.wmf]1

1

a

=


因而

[image: image2663.wmf]23

23

n

n

yxaxaxax

=+++++

LL

 
[image: image2664.wmf]21

23

123

n

n

yaxaxnax

-

¢

=+++++

LL



 EMBED Equation.DSMT4 [image: image2665.wmf]2

23

232(1)

n

n

yaaxnnax

-

¢¢

=+×++-+

LL


将
[image: image2666.wmf]y

，
[image: image2667.wmf]y

¢

，
[image: image2668.wmf]y

¢¢

的表达式代入原方程，合并
[image: image2669.wmf]x

的各次同次幂的项，并令各项系数等于零，得到：

[image: image2670.wmf]0

3

422

22

20

32240

43440

(1)2(2)40

nnn

a

a

aaa

nnanaa

--

=

×--=

×--=

----=

LLLLL

LLLLL


即
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这就是方程的满足所给初始条件的解。
考虑二阶齐线性方程
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及初始条件
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定理10 若方程（4.72）中系数
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的特解，也以
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定理11　若方程（4.72）中系数
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的特解，这里
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例9 求解
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易见，它满足定理11的条件，且
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因为
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从而求得
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一般地
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                 （4.77）
既然是求（4.74）的特解，我们不妨令
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注意到
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是（4.74）的一个特解。此时，若令
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其中
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例10求方程
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解 引入新变量
[image: image2783.wmf]2

tx

=

，我们有

[image: image2784.wmf]2

dydydtdy

dxdtdxdt

==



[image: image2785.wmf]22

22

24

dyddydtdy

dxdtdtdxdt

æö

=×=

ç÷

èø


将上述关系式代入原方程，得到
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这是
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4.3.3第二宇宙速度计算
作为这一节的应用，我们来计算发射人造卫星的最小速度，即所谓第二宇宙速度。在这个速度下，物体将摆脱地球的引力，像地球一样饶着太阳运行，成为人造行星。
让我们首先建立物体垂直上抛运动的微分方程。以
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这里
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表示地球的中心和物体重心之间的距离，
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这里的负号表示物体的 加速度是负的。
设地球半径为
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方程（4.81）不显含自变量
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[image: image2814.wmf]c

：

[image: image2815.wmf]2

0

2

V

kM

c

R

=-


因而

[image: image2816.wmf]2

2

0

22

V

VkMkM

rR

æö

=+-

ç÷

èø

　                              （4.82）
因为物体运动速度必须始终保持是正的，即
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成立。因而最小的发射速度由下面式子决定
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在地球的表面，即
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小结
7.10.5教学方法：PPT讲授法
7.10.6作业安排及课后反思：
作业：p183:1（2）（3）（4）（5）;2（1）（3）；3
课后反思：
掌握.高阶微分方程可降阶的方程类型以及二阶线性微分方程的幂级数解法
7.10.7课前准备情况及其他相关特殊要求：
齐次线性微分方程和非齐次线性微分方程的通解的结构
7.10.8参考资料：
丁同仁等主编《常微分方程》
8．课程要求
8.1学生自学的要求：
1．按老师指定内容自学（课前预习、课后复习）
2．按自己实际学习状况自学
8.2课外阅读的要求：
多看老师指定参考书籍，积极思考课堂布置的课外思考题。
8.3课堂讨论的要求
积极思考，积极提问，积极回答
9．课程考核方式及评分规程
9.1出勤（迟到、早退等）、作业、报告等的要求：
出勤：缺一次扣平时成绩3分,迟到、早退扣平时成绩2分，事假扣平时成绩1分。
作业：全批全改，用A、A-、B、B-四个等级，分别表示90-100、80-89、70-79和60-69。
9.2成绩的构成与评分规则说明：
没有期中考试时：平时成绩占30%，期末卷面成绩占70%折算成学科成绩。
有期中考试时：平时成绩占20%，期中卷面成绩占20%，期末卷面成绩占60%折算成学科成绩。
9.3考试形式及说明（含补考）
平时以出勤和作业为主，期末卷面分A、B卷，难度相当，题型与分值相同，重复率不超过15%，任选一套作期末试卷，另一套作补考试卷 
10．学术诚信规定
10.1考试违规与作弊
严格遵守并执行学校《学生手册》
10.2学术剽窃等
遵守知识产权，除非教师有特别要求，否则所有的作业、论文等都应学生自己完成。
11．课堂规范
11.1课堂纪律
遵守学校学生手册和行为规范。
11.2课堂礼仪
课堂教学是人才培养的重要环节，课堂是大学生接受教育的神圣殿堂。良好的课堂行为规范，是大学生素质的重要体现，是大学生良好精神风貌的重要体现，是高校学风建设的关键。  
（1）学生应认真完成每一堂课的各个教学环节，至少提前十分钟到达上课地点；  
（2）学生应自觉遵守和维护课堂纪律，上课期间应关闭手机、MP3等通讯和娱乐设备；禁止在教室内及附近大声喧哗； 
（3）为保证一个清新的课堂教学环境，不得携带食物、饮料等进入课堂食用，不得在教室内吸烟；
（4）学生在课堂上应举止言行得体，不得有不文明的言语和举动；男女同学之间交往应得体，不得在课堂内表现出不雅言行；  
（5）学生在课堂上应尊重老师，未经老师许可，不得随意进出教室或做出其他不雅举止，课间值日生应主动为老师擦黑板； 
（6）为保持清洁的教学环境，学生应自觉维护教室内及走廊卫生，不得在课桌、教室墙壁等处涂抹刻画，不得在教室及走廊随地吐痰或乱扔杂物；
（7）学生应保持良好的个人形象，自觉遵守作息时间，保证上课精力充沛、精神饱满，禁止上课睡觉；课堂着装应得体，不得穿拖鞋、背心上课，不宜过度暴露。
（8）学生应根据课程教学安排认真完成课前预习、课堂笔记、课后作业。课堂上应积极参与讨论，认真回答问题，不做与课堂教学无关的事情。
（9）严格按课程表出勤，不迟到，不早退。认真对待教师课堂考勤，答到时应举手示意，声音响亮，不得替他人答到。
（10）不得旷课，因病因事不能正常出勤者应履行有关请假手续
12．课程资源
12.1教材与参考书
使用教材：
《常微分方程》（王高雄等主编）第三版——高等教育出版社
参考书：
1．《常微分方程》——丁同仁等主编
12.2专业学术专著
《常微分方程基础》（英文版原书第五版）——爱德华兹
12.3专业刊物
1．各高校学报(自然科学版)；
2．《数学通报》，《数学认识与实践》，《工程数学学报》等
12.4网络课程资源
借助于校园网，开设学术论坛。使用e-mail、进行即时的沟通交流等等。采用网上辅助教学手段，对拓展学生的知识面，活跃教学气氛，提高教学效率都有很好的促进作用。
12.5课外阅读资源
麻省理工学院公开课《微分方程》、潘家齐讲《常微分方程视频教程全集》等。
13．教学契约
13.1阅读课程实施大纲，理解其内容
13.2同意遵守课程实施大纲中阐述的标准和期望
14．其他说明
《常微分方程》是数学各专业的基础核心课程，对数学后继学科的学习起关键作用；对物理等其它工科的一些学科的基础。务必请同学们学好它：
1．树立目标,为之奋斗;
2．正确掌握数学分析的学习方法，多与任课教师和高年级同学沟通讨论；
3．独立完成作业，不懂则问；
4．作业书写要求过程严谨，字迹工整、清晰。
5．常预习和复习巩固。
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