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教学理念 

 

1、 以人为本。重视教育对象，尊重教育对象，爱护教育对象，赏识教育

对象，提升和发展人的精神文化品质。公平对待每一个学生，不以个

人的私利和好恶为标准。 

2、 全面发展。注重学生知识结构的完整性和全面性，在学习专业知识的

同时，提高思想道德素质和文化素质。 

3、 素质教育。更加注重教育的过程，将传授知识和培养创造性思维结合，

通过点拨、启发、引导和训练，挖掘学生的潜力，提高主观能动性。

培养学生的自学能力、实践能力、创新能力。 

 

教师简介 
 

卢天秀，四川理工学院副教授，博士研究生。1998 年在重庆师范大学

数学与计算机系本科毕业；2010 年电子科技大学数学科学学院硕士毕业，

研究方向为拓扑学及其应用；2013 年电子科技大学数学科学学院博士毕业，

研究方向为混沌理论及其应用。从事教学工作 18 年来，担任过《数学分析》、

《高等代数》、《概率论与数理统计》、《近世代数》、《初等数论》、《离散数

学》《模糊数学》、《组合数学》、《拓扑学》、《线性代数》、《高等数学》、《高

代选讲》等课程的教学。 

 



 

2 

课程介绍 
 

1、 课程的性质 

《模糊数学》是数学专业的一门选修课，也是一门重要的专业基础理

论课，它是为培养我国社会主义现代化建设所需要的高质量人才服务的。

模糊数学打破了以二值逻辑为基础的传统思维，使模糊推理成为严格的数

学方法。 

2、 课程在学科专业结构中的地位、作用 

各门学科，尤其是“软科学”的数学化、定量化趋向把模糊性的数学

处理问题推向中心地位。更重要的是，随着电子计算机、控制论、系统科

学的迅速发展，要使计算机能像人脑那样对复杂事物具有识别能力，就必

须研究和处理模糊性。 

我们研究人类系统的行为，或者处理可与人类系统行为相比拟的复杂

系统，如航天系统、人脑系统、社会系统等，参数和变量甚多，各种因素

相互交错，系统很复杂，它的模糊性也很明显。从认识方面说，模糊性是

指概念外延的不确定性，从而造成判断的不确定性。 

模糊数学是运用数学方法研究和处理模糊性现象的一门数学新分支。

它以“模糊集合”论为基础。模糊数学提供了一种处理不肯定性和不精确

性问题的新方法，是描述人脑思维处理模糊信息的有力工具。它既可用于

“硬”科学方面，又可用于“软”科学方面。 

3、 学习本课程的必要性 

人与计算机相比，一般来说，人脑具有处理模糊信息的能力，善于判
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断和处理模糊现象。但计算机对模糊现象识别能力较差，为了提高计算机

识别模糊现象的能力，就需要把人们常用的模糊语言设计成机器能接受的

指令和程序，以便机器能像人脑那样简洁灵活的做出相应的判断，从而提

高自动识别和控制模糊现象的效率。这样，就需要寻找一种描述和加工模

糊信息的数学工具，这就推动数学家深入研究模糊数学。所以，学习模糊

数学有助于科学研究与技术创新。 

4、 课程教学要求 

讲授本课程要贯彻“夯实基础，联系实际，培养能力，提高科研水平”

的教育方针，依据“有用、有效、先进”的教改指导原则，重点放在培养

学生的抽象概括能力、逻辑推理能力、实践能力和创新能力上，同时联系

数学建模竞赛和建模课程进行教学。 

通过本课程的学习，要求学生掌握模糊集的概念，模糊集与经典集合

的异同；牢固掌握模糊集的运算；掌握分解定理与表现定理的内容，实质；         

学会模糊集合度量与模糊模式识别；理解模糊关系与模糊综合评价；能进

行模糊聚类分析。通过以上内容的学习，使学生了解模糊数学与社会发展、

经济发展、文化发展的关系。 
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先修课程 

    

学习《模糊数学》这门学科，需要有一些基本的数学理论知识，若先

修《数学分析》、《集合论》等课程，理解和掌握《模糊数学》课程中的概

念和方法会更容易，对其中例子的理解会更加深入。 

 

课程目标 

 

讲授本课程要贯彻“拓宽视野，提高数学素养”的基本方针，依据“有

用、有效、先进”的指导原则，对原教材要进行彻底清理，重点放在培养

学生的抽象概括能力、逻辑推理能力、自学能力和创新能力上。 

1、让学生了解模糊数学建立的背景和必要性。掌握崭新的思维方法，

感受数学与现实生活的契合性。 

2、掌握掌握基本概念；模糊集的运算；掌握分解定理与表现定理的内

容；学会在数学建模中应用模糊模式识别、模糊关系与模糊综合评价和模

糊聚类分析。 

在教学方法上要做到： 

1、加强对知识重点与难点的讲解，组织学生进行课堂讨论，促使学生

对重点及难点的牢固掌握； 

2、加强对学生自学能力的指导与培养； 

3、培养学生发现问题，分析问题，解决问题的能力。 
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课程内容 

1、 课程的内容概要 

绪论          

第一章  模糊集与运算                      

第二章  分解定理与表现定理                

第三章  模糊集合度量与模糊模式识别 

第四章  模糊关系与模糊综合评价 

第五章  模糊聚类分析                       

2、 教学重点、难点 

教学重点：模糊集与运算；分解定理与表现定理。通过本课程的学习，

使学生掌握模糊数学的基本思想，基本理论，从而进一步运用模糊理论解

决生活中的实际问题（如应用于数学建模上）。 

教学难点：模糊模式识别；模糊关系与模糊综合评价；模糊聚类分析 

3、学时安排 

    教学内容 课时数 合计 

绪论 1 学时 

第一章 模糊集与运算 7 学时 

第二章 分解定理与表现定理 6 学时 

第三章 模糊集合度量与模糊模式识别 8 学时 

第四章 模糊关系与模糊综合评价 4 学时 

第五章 模糊聚类分析 4 学时 

30 学时 
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课程实施 

 
绪  论 

 

教学日期：2016.2.29 

教学方法：讲授+提问+讨论；板书+PPT 

教学重点、难点：说明为什么数学要研究模糊性，模糊性的本质是什么，

如何产生的，以及模糊数学发展的过程及其在信息科学中的作用、意义。 

教学内容 

 

1、自然科学中的两种不确定性（30 分钟） 

早在 17 世纪人们就开始对自然界中广泛存在的随机性进行研究，并逐

步形成了概率论与数理统计学科。今天，它已经成为众多应用数学方法的

重要基础，被广泛的应用于经济科学、军事科学、医疗科学、灾害预测与

防止、管理科学、信息科学等方面。 

随着人们对科学研究的不断深入，尤其是信息科学与技术的研究，一

种新的不确定性使得人们无法回避，那就是模糊性，非结构性问题常常要

涉及到自然语言信息的模糊性的处理。 

什么是模糊性，它与随机性的区别？ 

随机性――因事物因果关系的破缺引起的不确定性（多维空间事物到

低维空间的把握）。 

模糊性――排中律的破缺引起的不确定性（描述事物的分类粗糙，分
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类是人类认识事物的基本手段）。 

模糊性问题的几个例子： 

① 计算机模式识别问题（根据相貌特征识别人、汉字的识别、歌曲与

艺术欣赏评价）； 

② 智能控制问题（汽车停靠问题、搬运物体问题）； 

③ 机器学习问题（学习骑自行车、解题证明问题）  

④ 语言理解（秃子悖论，在专业概论中已经介绍过）；。 

2、Zadeh 的互斥性原理及意义（30 分钟） 

互斥原理：“随着系统复杂性的增长，我们对其特性作出精确而有意义

的描述能力相应的降低，直到达到一个阈值，一旦超过它，精确性和有意

义性几乎成为两个互相排斥的特征” 

互斥原理的意义：通过举例说明，①如气象预报精确到多少雨滴，温

度精确到小数几十位等是无意义的；②国际一年的经济统计，精确到几分

钱；③矿山岩石系统、采矿通风系统研究等。 

3、模糊数学发展的历史与作用（20 分钟） 

1965 年，美国著名控制论专家 L. A. Zadeh 教授在国际《信息与控制》

杂志上发表了《模糊集合》（Fuzzy Sets）的论文，首次提出了模糊集合概念。 

1976 年，中国文化大革命运动结束，模糊集合理论被介绍到中国。 

模糊集合论在中国的发展过程。84 年中美高峰会议，Zadeh 教授的评

价。 

1987 年，日本模糊产品的商业化。 

介绍机理模糊产品（模糊洗衣机，模糊空调，模糊电视机、模糊点钞
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机、模糊复印机、模糊电话机）；模糊工程（美国的航天飞机对接技术，中

国列车提速的控制、德国无人驾驶驱车的停靠、日本仙台地铁的自动控制、

英国交通岗红绿灯智能控制等等）。 

模糊数学发展现状： 

形成分支（非经典集合论、模糊代数、模糊测度、模糊拓扑、模糊逻

辑、模糊分析）。 

应用主要限于模糊代数、文法和模糊逻辑。模糊分析与应用还有较大

差距，这正是我们目前的工作。 

讨论（10 分钟） 

在实际生活中举出满足模糊性质的例子。 

 

作业安排及课后反思 

1、在网上查询有关模糊数学的参考书和文献，数学建模题目。 

 

课前准备情况及其他相关特殊要求 

课前准备了电子教案和文字教案（本课程实施大纲）。无其他特殊要求。 

 

参考资料 

[1] 张国立，张辉，孔倩. 模糊数学基础及应用. 化学工业出版社, 2011. 

第一章 

[2] 谢季坚. 模糊数学及其应用(第二版). 武汉: 华中理工大学出版社, 

2000. 第一章 
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第一章  模糊集与运算 

 

教学日期：2016.2.29，2016.3.2，2016.3.7，2016.3.9 

教学方法：讲授+提问+讨论；板书+PPT 

教学重点、难点：简要回顾经典集合的一些基本知识，着重强调在信息技

术中集合如何表现概念。同时给出模糊集合的定义、模糊集合的运算与性

质。 

教学内容 

§1－1 集合与概念（25 分钟） 

 

自然语言是人类表达和交流思想的一种工具，语言交流本质上是概念

的交流。智能信息处理技术研究的一项重要任务是如何使计算机理解人的

自然语言。 

内涵――概念对事物的特有属性的反映。 

概念  

外延――具有概念所反映的特有属性的那些事物的全体。 

内涵与外延都可以表现概念。 

概念的外延是一个集合，所以，集合可以表现概念。 

 

§1－2 经典集合论回顾（70 分钟） 

 

① 集合与论域、空集、幂集P（X）； 

② 元素与集合的关系； 
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③ 集合的运算与概念的复合；  

④ 集合的特征函数，集合运算的特征函数。 

论域 X 上的子集合 A 可以由其特征函数 

      =)xA（χ    1, ;
0, .

x A
x A
∈
∉

 

唯一确定。 

)A xχ（ 指明了 X 中的每个元素 x 与 A 的关系。在这里, 0 和 1 代表“是”

和“非”的判断。 )A xχ =（ 1 说明对象 x 满足概念 A; 如果 )A xχ =（ 0, 说明对象

x 不满足概念 A.  

设 ,A B∈P（X）, 定义 

          A = B ⇔ )(xAχ = )(xBχ        ∀x∈X    

          A ⊇ B ⇔ )(xAχ ≥ )(xBχ        ∀ x∈X    

          )(xBA∪χ = )(xAχ ∨ )(xBχ        ∀ x∈X    

          )(xBA∩χ = )(xAχ ∧ )(xBχ        ∀x∈X    

          ( )CA
xχ  = 1 − ( )A xχ            ∀x∈X    

这里， ( )A B xχ ∪ ， ( )A B xχ ∩ 和 ( )CA
xχ 分别表示 A∪B, A∩B 和 AC(A 的余集)

的特征函数，此处“∨”表示上确界，“∧”表示下确界，对 ∀ a , b∈{0,1},

有 

            a∨b  = sup { a , b },    a∧b  = inf { a , b }. 

 ⑤ 集合运算性质 

 由离散数学熟知，集合的并、交、余运算具有如下性质： 

 1) 幂等律     2) 交换律     3) 结合律     4) 吸收律 

 5) 分配律     6) 0 -1 律     7) 补余律     8) 复原律 
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 9) 对偶律 （见书） 

（集合代数，布尔代数，(P (X),∪,∩, c) 与 ({0,1},∨, ∧, c) 同构, 逻辑

运算的电子实现） 

 

§1－3 模糊概念与模糊集（100 分钟） 

 

“秃子悖论”-----模糊概念的外延不明确，不能简单地用“是”和“非”

的二值逻辑来判断对象与概念的关系。 

一个很自然的方法是将元素对集合的隶属程度从{0，1}两种情况扩展

到[0，1]实数区间无穷多值的情况。 

（1）模糊集合的定义 

定义 1 论域 X 上的模糊子集 A 是由映射  

Aμ  ：X →[0,1];  x→ )A xμ（  

所确定，映射 Aμ 称为 A 的隶属函数， Aμ (x) ∈ [0,1]表示元素 x 属于 A

的程度，或称 x 对 A 的隶属度。用 A~、B~、C�等表示模糊集合，相应的隶属

函数记为 ( )A xμ � . 

明确集合是模糊集合的特例，模糊集合是经典明确集合的拓广。 

    
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Aμ

)~ xB（μ
Aμ

)xA（χ

Aμ

1 
Aμ

1

Aμ

0
Aμ

0 

Aμ

X
Aμ

X 

Aμ

A 

Aμ

B~

图 1 经典集合的特征函数（a）和模糊集合的隶属函数（b） 

Aμ

(a) 
Aμ

(b)
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F(X)表示论域 X 上的全体模糊集合，称为 X 的模糊幂集。由于经典集

合是模糊集合的特例，因而有 P (X) ⊂ F (X).  

若Φ 是空集， x X∀ ∈ , 有 ( ) 0Φ xμ = ；就论域 X 而言，对于所有的 x X∈ , 自

然有 X ( ) 1xμ = . 

（2） 模糊集合的表示方法 

设论域 1 2X { , , , }nx x x= " ， A�是论域 X 上的模糊集。 

a )  Zadeh 表示法 

nnAAA xxxxxxA /)(/)(/)(~
~22~11~ μμμ +++= "  

b ）有序对表示法 

)}),((,),),((),),({(~
~22~11~ nnAAA xxxxxxA μμμ "=  

c ) 向量表示法 

))(,),(),((~
~2~1~ nAAA xxxA μμμ "=  

对于论域是连续实数区间时，表示模糊集合的有效方法就是写出其隶

属函数。 

例 1  以年龄作为论域 X = [0, 100], “年轻”是一个模糊概念，它可以

表示为论域 X 上的模糊集，记作Y�，其隶属函数可以定义为 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

≤<
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+

≤≤

=
−

10025,
5
251

250,1

)(
12~

xx

x

xYμ

 

模糊概念“年老”也可表示为 X 上的模糊集O� , 其隶属函数为 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

≤<
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+

≤≤

=
−−

10050,
5
501

500,0

)(
12~

xx

x

xOμ
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模糊集Y�和O�的隶属函数曲线如图 2 所示。 

 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

例 2  设 X 是所有实数，设模糊集 A�的隶属函数为 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤≤
−

−
=

其他,0

1100900,
100

1000
1)(~

x
x

xAμ

 

则 A�表示为“大约 1000”这个模糊概念, 其隶属函数的图形如图 3 所示。 

在模糊分析学中称“大约 1000 元”、“20 公里左右”、“差不多有 30 来

斤”这样表达的数字为模糊数。模糊数是模糊值函数分析学中重点研究的

对象。 

 

§1－4 模糊集合的运算与性质（100 分钟） 

 

经典集合可以由特征函数唯一的确定，反之亦然。 

① 模糊集运算定义的原则 

25 50 75

X

1 

0 

μ “年轻” “年老”

图 2概念“年轻”与“年老”对应模糊集的隶属函数 

1 

0 
1000 900 1100 

X 

μ 

A~

图 3 “大约 1000”模糊集的隶属函数 
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模糊集与经典集间存在着拓广和特例的关系，即当隶属函数的值域从[0, 

1]蜕化到{0, 1}时, 模糊集合蜕化为普通集合。所以，模糊集合的并、交、

余运算必须满足当隶属函数仅取 0，1 两值时，其定义与普通集合运算定义

是一致的。 

② Zadeh 给出的运算定义 

直接利用了经典集合运算特征函数表达式的定义，只是将特征函数替

换成隶属函数。 

定义 1.2  设 A� , B�是论域 X 的模糊子集,隶属函数分别为 ( )A xμ � 和 ( )B xμ � ，

则模糊集合的相等、包含关系及并集、交集、余集表示为 

        A~ = B~  ⇔ ( )A xμ � = ( )B xμ �       ∀x∈X   

        A� ⊇B�  ⇔ ( )A xμ � ≥ ( )B xμ �        ∀x∈X   

        ( )A B xμ ∪� � = ( )A xμ � ∨ ( )B xμ �       ∀x∈X    

        ( )A B xμ ∩� �  = ( )A xμ � ∧ ( )B xμ �       ∀x∈X   

        ( )CA
xμ �  = 1 − ( )A xμ �           ∀x∈X   

模糊集合的并集、交集和余集的隶属函数曲线如图 4 中阴影部分上面

曲线所示。 

                A~       B~              A~     B~           A~        CA~   
 
 

  
 

 
 
 
 
 
 

③ 模糊集运算的扩充 

BA ~~
∪  BA ~~

∩ CA~

图 4. 模糊集合的并集、交集、余集的隶属函数曲线 
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Zadeh 给出的关于模糊集并、交、余运算的定义是直接从经典集合运

算移植过来的，它保证了当模糊集蜕化成经典集合时定义的合理性。事实

上，满足这种扩充原则的定义不是唯一的。例如，∀ A� , B� ∈ F (X), 定义并集

和交集 A∪B, A∩B 的隶属函数如下： 

     ) ( ) ( ) ( ) ( )B BA B A Ax x x x xμ μ μ μ μ∪ = + − ⋅� � � � ��（        ∀x∈X   

     ( ) ( ) ( )BA B Ax x xμ μ μ∩ = ⋅� � ��               ∀ x∈X       

称上述定义的一对运算为“概率算子”。称定义 1.2 中的运算为“最大—最

小”算子。 

④ 模糊集运算的性质 

不难验证，模糊集合的并、交、余运算除了经典几何运算性质“补余

律”不成立，即，对于 A� ∈F (X)，一般有 

CA A ≠� �∪ X,   CA A ≠� �∩ Ø 

其他性质均成立。 

 

作业安排及课后反思 

教材第二章课后习题和以下问题。 

1、 X = {1，2，3，4，5，6，7}， ∈A F (X)，其隶属度 ( )A xμ 如下： 

1.0)1( =Aμ ，  3.0)2( =Aμ ，  8.0)3( =Aμ ，  1)4( =Aμ ， 

8.0)5( =Aμ ， 3.0)6( =Aμ ， 0)7( =Aμ  

（1） 分别别用查德法、向量法、序偶法表示 A； 

（2）求 cA ； 

（3）指出 A 的意义。 
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2、已知模糊集 “老年” O 和“年轻”Y 的隶属函数分别为 

2 1

0 0 50
( ) 50[1 ( ) ] , 50

5
O

x
x x x

μ
− −

≤ ≤⎧
⎪= ⎨ −

+ >⎪⎩

， 当 时。

当 时。
 

2 1

1 0 25
( ) 25[1 ( ) ] , 25 200

5
Y

x
x x x

μ
−

≤ ≤⎧
⎪= ⎨ −

+ < ≤⎪⎩

， 当 时。

当 时。
 

试写出模糊集“不老”和“既不老又不年轻”的隶属函数。 

3、设 X=[0，1]， ( )A x xμ = ， ( ) 1cA
x xμ = − ；试证（F (X)， , ,c∪ ∩ ）不满足

互补律。 

 

课前准备情况及其他相关特殊要求 

课前准备了电子教案和文字教案（本课程实施大纲）。本课程无其他特

殊要求。 

 

参考资料 

[1] 张国立，张辉，孔倩. 模糊数学基础及应用. 化学工业出版社, 2011. 

第一、二章 

[2] 谢季坚. 模糊数学及其应用(第二版). 武汉: 华中理工大学出版社, 

2000. 第一、二章 

[3] 罗承忠. 模糊集引论(上下册). 北京: 北京师范大学出版社, 1989. 

第一章 

[4] 李柏年. 模糊数学及其应用. 合肥：合肥工业大学出版社. 2007. 第

一、二章 
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第二章  分解定理与表现定理 

 

教学日期：2016.3.14，2016.3.16，2016.3.21 

教学方法：讲授+提问+讨论；板书+PPT 

教学重点、难点：本章重点介绍模糊集合的分解定理和表现定理。 

教学内容 

§2－1 模糊集合的分解定理（120 分钟） 

 

（1）、模糊集合的λ- 截集 

定义 1 设 A� ∈F (X), ∀λ∈[0, 1], 记 

Aλ = {x⎪x∈X, ( )A xμ � ≥λ } 

称 Aλ为 A�的λ-截集，λ为置信水平。 

Aλ 是 X 上的明确子集。 

▲对于 A� ∈F (X), 集合 A1 为 A�的核，记为 ker A� . 

▲ A�的承集（支集）   

}0)({~Supp ~ >= xxA Aμ . 

（2）、λ- 截集性质 

A� , B�  ∈ F (X), λ∈[0,1], 模糊集合的λ-截集和λ-强截集与模糊集合的运

算具有如下性质： 

性质 1 ( A~∪ B~ λ) = Bλ ∪ Aλ , ( A~∩B~ λ) = Bλ ∩ Aλ  

上述性质对任意可列个或有限个模糊集运算均成立。 

性质 2  
1 21 2 A Aλ λλ λ< ⇒ ⊇ . 

μ

λ

0
X

Aλ 

图 1. 模糊集合 A 的 λ截集 

0̂A
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定理 1 （分解定理） 设 A∈P (X)， λ∀ ∈[0，1]，定义 X 上的模糊集λ * 

A，其隶属函数为 

=∗ )(xAλμ    ,
0,

x A
x A

λ ∈
∉

 

对于∀ A~∈F（X），有如下的分解形式， 

λ
λ

λ AA ∗=
∈
∪

]1,0[

~
 

    按图2解释,不作证明. 如图2, 模糊集合 A~可由{ [0,1]}Aλ λ ∈ 唯一确定。 

 

 

 

 

 

 

上述分解定理的基本形式是由 Zadeh 给出的，在进一步讨论模糊函数

的结构时，Zadeh 给出的分解定理有一定的局限性，因此，这里给出了模糊

集合分解定理的另一种新的表达形式。 

(3 )、分解定理的新形式 

考虑一种特殊情况，取集合为论域 X 上的单点集 A = { x }, x∈X，称

xλ =λ *{ x } 为论域 X 上的模糊点，其中λ∈[0，1]。有 

{ }( ) ( )x xy y
λ λμ μ ∗= =   ,

0,
y x
y x

λ =
≠

   ∀x , y∈X                 (1 ) 

设 A~∈F（X），对于给定的点 x∈X 关于模糊集 A~的隶属度为 ( )A xμ � 。考

虑 x处的模糊点 xλ =λ *{ x }，并取λ = ( )A xμ ，则称此模糊点为由模糊集 A�限定

图 2. 

X

μ μ

X

λA
λ
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的模糊点。事实上， xλ = A�∩{ x }.易知 { }( )x xλμ λ∗ = ，因此，对于∀x∈X，有 

               )()( ~}{)(~ xx AxxA
μμμ =∗                           (2 ) 

定理 2 （分解定理Ⅳ） 设 A~∈F（X），具有隶属函数
)(~ xAμ ，则有 

A~  = ( ) { }A
x X

x xμ
∈

∗�∪                          (3 )  

由式(2 )，定理是明显的。 

这个分解形式是相当直观。由于把相互具有重合部分的一族集合的并

替换成一族孤立的模糊点的并，使得利用分解定理研究或表述某些问题更

加直观和简单。 

 

§2－2  模糊集合的表现定理（120 分钟） 

 

分解定理说明一个模糊集 A�可以被表示为一族普通集合 Aλ 的并，并且

满足 1 2λ λ< 时，
1 2

A Aλ λ⊇ 。由分解定理自然会想到，利用 X 上的集合套是否

可以表示一个模糊集合？ 

表现定理是模糊集合论又一个非常重要的定理，它从另一角度来揭示

模糊集合与经典集合的关系。 

定义 2  设集值映射 

H ：[0,1]→P(X); λ→ H(λ ) 

若 H 具有性质: 1λ ≤ 2λ ⇒ H( 1λ ) ⊇ H( 2λ ) , 则称 H 为 X 上的集合套。 

定理 3 (表现定理)  设 H 是 X 中的任何一个集合套, 则 

[0,1]λ∈
∪ λ * H(λ ) 

是 X 上的一个模糊集, 记为 A� , 并且对 λ∀ ∈[0,1]，有 
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( )A Hλ
α λ

α
<

=∩  

证明：略。 

表现定理的意义是：X 上任给一个集合套都可以拼成一个模糊集。表

现定理在理论上解释了模糊集与区间集的关系，说明模糊的对象可以由一

系列赋予某种可能性度量的精确对象来表述。 

下面讨论表现定理的应用问题。 

★ 概率统计中的参数模糊区间估计 

在数理统计中，参数的区间估计问题被描述为：设总体 X 的分布函数

( ; )F x θ 含有一个未知参数θ。又设 1 2, , , nX X X" 是取自总体 X 的一个简单样本。

对于给定值 (0 1)α α< < ，若由样本确定的两个统计量 1αθ = 1 1 2( , , , )nX X Xαθ " 和

2αθ =  2 1 2( , , , )nX X Xαθ " 满足 

{P ),,,( 211 nXXX "αθ <<θ αθ α −=1)},,,( 212 nXXX "  

则称随机区间 1 2( , )α αθ θ 为参数θ的置信度为1 α− 的置信区间。 

例如，如果总体 X 服从正态分布，即 2~ ( , )X N μ σ ，其中 2σ 已知， μ未

知，则μ的置信度为1 α− 的置信区间为 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +− 22 , αα

σσ z
n

Xz
n

X
. 

从上面简单的例子可以看出，当 0α → 时， 2zα →∞，也就是说，若置信

度1 1α− = ，则相应μ的置信区间为整个实数区域；当 1α → 时， 2 0zα → ，由

(1.24)看出，若置信度1 0α− = ，则相应μ的置信区间为收敛为点 X 。这里为

样本的算术平均值
1

1 n

i
i

X X
n =

= ∑ 。  

对于一般情况，设参数θ 的置信度为1 α− 的置信区间为 1 2( , )α αθ θ ，若
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1 20 1α α< < < ，有
1 11 2( , )α αθ θ ⊃

2 21 2( , )α αθ θ 。 

若记置信区间为 H(α ) 1 2( , )α αθ θ= ,于是具有性质: 1α ≤ 2α ⇒ H( 1α ) ⊇ 

H( 2α ) , 则 H(α ) 1 2( , )α αθ θ= 为 X 上的集合套。由表现定理，我们记 

θ� =
[0,1]α

α
∈

∗∪ H(α ). 

称其为参数θ的模糊置信区间。同时容易证明，θ�是一个模糊数（模糊数的

定义将在后面介绍）。 

讨论（15 分钟） 

1、古代史分期中，记 

东汉西汉秦战国春秋西周商夏
奴隶社会

1.03.04.05.07.09.011][ +++++++=
 

取λ=0.5 的截集作为奴隶社会的划分界限，问奴隶社会应包含哪些朝代？ 

 

作业安排及课后反思 

教材第三章课后习题以及下列思考题。 

1、设 A∈F (R)的隶属函数
2

2( ) x
A x eμ −= ，给定 λ=0.5，求 ( )A x

λ
χ 。 

2、设 1 2 3 4 5{ , , , , }X x x x x x= ，
1 2 3 4 5

0.5 0.6 1 0.7 0.3A
x x x x x

= + + + + 。 

（1）取 λ=0.3，0.5，0.6，0.7，1；将 A 分解为普通集合； 

（2）用分解定理，用普通集合构造 A； 

（3）分解定理求 4( )A xμ 。 

 

课前准备情况及其他相关特殊要求 

课前准备了电子教案和文字教案（本课程实施大纲）。本课程无其他特
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殊要求。 

 

参考资料 

[1] 张国立，张辉，孔倩. 模糊数学基础及应用. 化学工业出版社, 2011. 

第三章 

[2] 谢季坚. 模糊数学及其应用(第二版). 武汉: 华中理工大学出版社, 

2000. 第三章 

[3] 罗承忠. 模糊集引论(上下册). 北京: 北京师范大学出版社, 1989. 

第二章 

[4] 李柏年. 模糊数学及其应用. 合肥：合肥工业大学出版社. 2007. 第

三章 
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第三章 模糊集合度量与模糊模式识别 

 

教学日期：2016.3.23，2016.3.28，2016.3.30 

教学方法：讲授+提问+讨论；板书+PPT 

教学重点、难点：本章首先介绍模糊集合的度量，其中重点介绍模糊集合

的贴近度。在此基础上介绍模糊模式识别技术，包括，模糊模式识别的最

大隶属度原则和贴近原则，以及基于自然语言模式和基于统计模式的模式

识别技术。 

教学内容 

§3－1 模糊集合的度量（60 分钟） 

 

（1）、模糊集合的模糊度（此段非重点） 

定义 1 设论域为 X，若映射 D: F（X）→［0，1］满足条件 

（s1）D ( A� ) = 0, 当且仅当 A�∈P（X）； 

（s2） ( ) 0.5 ( ) 1A x D Aμ = ⇒ =��
�  

(s3) 若 x∀ ∈X， ( ) ( ) 0.5BA x xμ μ≥ ≥� � 或 ( ) ( ) 0.5BA x xμ μ≤ ≤� � , 则 ( ) ( )D A D B≤� � ； 

（s4） ( ) ( )CD A D A=� � , 

则称 )~(AD 为模糊集 A~的模糊度。 

关于模糊度的定义很多，同学们简单地看一下《软计算》书 14 页给出

的距离模糊度和模糊熵。并希望同学们能够自己构造出一些模糊度的定义。 

（2）、模糊集合的贴近度（重点） 

贴近度是描述两个模糊集相近似程度的一种度量，最早是由我国著名
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模糊数学学者汪培庄先生提出来的。 

定义 2 设σ 为映射 

      σ ：F（X）×  F（X）→［0，1］ 

                    )~,~()~,~( BABA σ6  

若σ 满足： 

Ⅰ、 ( , ) 1A Aσ =� � ， ( ,X) 0σ ϕ = ； 

Ⅱ、 ( , ) ( , )A B B Aσ σ=� �� � ; 

Ⅲ、 , ,A B C∈� �� F（X）且 ( , ) ( , ) ( , )A B C A C A B B Cσ σ σ⊆ ⊆ ⇒ ≤ ∧� � � � � �� � � , 

则称 ( , )A Bσ � � 为 ,A B� �的贴近度。 

常用的模糊集合贴近度的定义（见教材）。 

并希望同学们能够自己构造出一些模糊贴近度的定义。 

 

§3－2 模糊模式识别方法（200 分钟） 

 

① 模糊模式识别的原则 

a、最大隶属度原则；（18 页） 

当模式是模糊的，被识别对象是明确的，问题可以描述成：设 1 2, , , nA A A� � �"

是论域U 中的 n个模糊子集表示的 n个模糊模式。 0u 是U 中的一个元素。若

有 {1,2, , }i n∈ " ，使 

)}({max)( 0~
10~ uu

ji AnjA μμ
≤≤

=
 

则认为 0u 相对隶属于模式 iA� ，并称这种识别方法为最大隶属原则。 

b、贴近度原则 

当模式及被识别对象都是模糊的，问题可以描述成： 
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设U 上的模糊子集 1 2, , , nA A A� � �" 代表 n个模糊模式，另一模糊子集 B~为被

识别对象。若有1 i n≤ ≤ ，使得 

)~,~(max)~,~(
1 jnji ABAB σσ

≤≤
=

 

即 B~与 n个模糊模式 nAAA ~,,~,~
21 " 中的 iA~ 最贴近，称 B~相对合于模式 iA~ ，

这种识别方法叫做择近原则。 

② 简单模式的模糊模式识别 

对于简单模式识别的直接方法可分为如下三个步骤： 

1. 选取模式的特征因子集合 1 2( , , , )nU U U U= " ， i iu U∈ ， 1,2, ,i n= " ； 

2．建立模糊模式的隶属函数 ( )A uμ � ， ∈A~ F
1

( )
n

i
i

U
=
∏ ； 

3．利用最大隶属原则对被识别对象 0
1

( )
n

i
i

u U
=

∈ ∏ 进行归属判决。 

特征因子 iU ( 1,2, , )i n= " 的选取直接影响识别的效果，它取决于识别者的

知识和技巧，很难做一般性讨论。而模式识别中最困难的是建立模式的数

学结构（隶属函数），人们还没有从理论上彻底解决隶属函数的确定问题。

一个简单的模糊模式识别问题，主要是依据人的主观经验来建立模式的隶

属函数。 

通过下面的例子，我们可以对模糊模式识别的直接方法有更深刻的了

解。 

[例 1] 三角形的识别 

利用机器自动识别图形是个很有意义的课题。譬如，在医学上，可以

利用机器自动识别染色体、癌细胞或白血球分类，在气象工作中，利用机

器自动识别较复杂的天气图，进行环流分辨，等等。 
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我们以几何图形中最基本的三角形为例，来说明最大隶属原则在图形

识别中的应用。 

取特征因子集 

( ){ }0,180,, ≥≥≥=++= CBACBACBAU D

 

其中 CBA ，， 分别表示三角形的三个内角。 

根据三角形的特征，在U 中规定 5 个具体的三角形：（1）等腰三角形 I�；

（2）直角三角形 R�；（3）正三角形 E�；（4）等腰直角三角形 IR�；（5）非典

型三角形O�，其各自的隶属函数为： 

),min(
60
11),,(~ CBBACBAI −−−=μ

 
这样规定的理由是：当 BA = 或 CB = （真正等腰），有 ( , , ) 1I A B Cμ =� ；当

D120=A ，
D60=B ，

D0=C （最不等腰）时，有 ( , , ) 0I A B Cμ =� 。 

90
90
11),,(~ −−= ACBAM R  

容易看出，当 90A = D时， ( , , ) 1R A B Cμ =� ，当 180A = D时， ( , , ) 0R A B Cμ =� 。 

                 
),max(

180
11),,(~ CABACBAM E −−−=

 
当 60A B C= = = D时，有 ( , , ) 0E A B Cμ =� 。 

∵ RIRI ~~~ ∩=  

∴ ),,(),,(),,( ~~~ CBACBACBA RIRI μμμ ∧=  

               
]90

90
11),,min(

60
11min[ −−−−−= ACBBA

 
∵ CCC REIO ~~~~ ∩∩=  

∴ ),,(),,(),,(),,( ~~~~ CBACBACBACBA REIO μμμμ ∧∧=  

              )],,(1),,,(1),,,(1min[ ~~~ CBACBACBA REI μμμ −−−=  

              
)],max(,902),(3),(3min[

180
1 CABAACBBA −−−−−=
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设给定一个具体的三角形 0 0 0( , , ) (95 ,45 ,40 )A B C = D D D ，为判断这个三角形属

于哪一类型，先将 0 0 0, ,A B C 分别代入各隶属函数，得出 

69.0),,(
94.0),,(
92.0),,(

000~

000~

000~

=

=

=

CBA
CBA
CBA

E

R

I

μ
μ
μ

 
92.0),,(),,(),,( 000~000~000~ =∧= CBACBACBA RIRI μμμ  

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

( , , ) ( , , )
( , , ) ( , , ) 0.06

IO

E R

A B C A B C
A B C A B C

μ μ

μ μ

=

∧ ∧ =
� �

� �  

按照最大隶属原则，判它为近似直角三角形。 

如果遇到最大是隶属函数不唯一时，可以规定： I Eμ μ=� � 为最大，则归

入E~类；若 I Rμ μ=� �为最大，则归入 RI~
类。 

这种识别方法的重点是模式隶属函数的建立，通常是根据人的实践经

验去建立。 

③ 基于语言模式的模糊模式识别 

在许多应用问题中，模式可以借助所研究客体的语言表述来得到。 

需要说明的是，此处谈到的语言模式并不是传统模式识别技术中的文

法分析，而是指模式的特征可以用人的自然语言来表述。 

【例 2】：癌细胞识别（［1］21 页） 

癌细胞的特征可以用下述语言描述： 

“细胞畸形，或者细胞核增大且核染色增深且核浆比倒置且核内染色

质不匀，或者细胞核增大且染色增深且核浆比倒置且核畸形”。 

引入集合表示： 

A~为细胞畸形， 

B~为核增大， 
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C~为核染色增深， 

D~为核浆比倒置， 

E~为核内染色质不匀， 

F~ 为核畸形。 

它们分别为相应论域上的模糊集。 

例如，用 1x 表示细胞周长的平方于细胞面积之比，模糊集 A
� 的隶属函数

取为 

11
2

1 0

( ) (1 )
( )A x
x x
αμ −= +
−�  

式中 0x 为常数，通常 0x 为正常细胞的周长平方于面积比， 1α 为待定参数。 

又如，用变量 2x 表示细胞核的面积， 0y 为一常数，（ 0y 小于正常细胞核

面积），模糊集 B
�
的隶属函数可取为 

12

0
2

2

( ) 1B
yy
x

μ α

−
⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥= + ⋅⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

�
， 

其中 2α 为待定参数。 

又设变量 3x 的核内总光密度，模糊集C
�
的隶属函数可取 

13
2
3

( ) (1 )c z
x
αμ −= +

� ， 

式中 3α 为待定参数。 

类似的，可以构建模糊集D
�
、E
�
、 F
�
的隶属函数，此处从略。 

设M
�
表示癌细胞模式，于是，由癌细胞的特征语言描述，由癌细胞的

特征语言描述，癌细胞模式M
�
可以写成 

[ ]
( ) ( )

    ( )
M A B C D E B C D F

A B C D E F
=

=

∪ ∩ ∩ ∩ ∪ ∩ ∩ ∩
� � � � � � � �� �

∪ ∩ ∩ ∩ ∪
� � � � ��  
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对于给定的待识别细胞，可测得各种特征数据 1 2 6( , , , )x x x" ，则该细胞属

于癌细胞得程度为 

1 2 3 4 5 6( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ) ( ))M A B C D E Fx x x x x x xμ μ μ μ μ μ μ⎡ ⎤= ∨ ∧ ∧ ∧ ∨⎣ ⎦� � � � � ��  

【例 3】：江淮地区汛期降水量预报（［3］） 

江淮地区有一民间天气谚语“冻大水大”。意思是说，冬天越冷，来年

夏季雨水越大。于是，预测汛期降水得多少即可转化为识别冬季是否符合

“冻大”得模式。 

“冻大”必须具备的两个条件式：（1）气温要低；（2）低温天气持续

的时间长。为此，选取 4 个特征因子。 

1 :x 冬季（12～2 月）平均气温， 

2 :x 2 月份最低气温 5 C< − D
的天数， 

3 :x 冬季（12～2 月）极端最低气温， 

4 :x 极端最低气温出现时间。 

根据人的经验，“冻大”可以用自然语言表述为 

“冬季平均气温低且 2 月份气温 5 C< − D 的天数长，或者冬季极端最低气

温低且极端低温持续时间长”。 

用 1α 表示冬季平均气温“低”， 2α 表示 2 月份气温 5 C< − D 的天数“长”，

3α 表示冬季极端低温“低”， 4α 表示极端低温持续时间“长”。 

我们分别用论域 1 2 3 4, , ,X X X X 上的模糊子集， 1 2 3 4, , ,A A A A
� � � �

来表示模糊概念

1 2 3 4, , ,α α α α ，用M
�
表示“冻大”模糊集，则由冻大概念的语言表述，有 

[ ] [ ]1 2 3 4M A A A A= ∩ ∪ ∩
� � � � �

 

其隶属函数为 
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1 2 3 41 2 3 4 1 2 3 4( , , , ) ( ) ( ) ( ) ( )M A A A Ax x x x x x x xμ μ μ μ μ⎡ ⎤⎡ ⎤= ∧ ∨ ∧⎣ ⎦ ⎣ ⎦� � � � �
 

经反复调整，模糊集 1 2 3 4, , ,A A A A
� � � �

的隶属函数构建如下： 

1

1

1
1 1

1

1,                               3
3( ) 1 ,                 3 3.6

0.6
0,                                3.6

A

x
xx x

x

μ

≤⎧
⎪ −⎪= − < <⎨
⎪

≥⎪⎩

�

 

2

2
-1

2
22

2

0,                                        4

( ) 11 ,                 4
2( 4)

A

x

x
x

x

μ

≤⎧
⎪

= ⎡ ⎤⎨
+ >⎢ ⎥⎪ −⎣ ⎦⎩

�

 

3

3

-12
3 3

3

1,                                        12

( ) (12 )1 ,                 12
2

A

x

x x x
μ

≤ −⎧
⎪

= ⎨⎡ ⎤+
+ > −⎪⎢ ⎥

⎣ ⎦⎩
�

 

4

4

4
4 4

4

0,                               30
30( ) ,                 30 60

30
1,                                60

A

x
xx x

x

μ

≤⎧
⎪ −⎪= < <⎨
⎪

≥⎪⎩

�

 

对于给定的某年观测值 ( )1 2 3 4, , ,x x x x ，可得到 ( )1 2 3 4, , , [0,1]M x x x xμ ∈
�

的具体

值，它表示满足“冻大”概念的程度，可以视为该年汛期为“水大”的可

能性程度。 

利用江淮地区 1967 年至 1979 年的气象资料，对每年的“冻大”M
� 的

隶属函数值进行了计算，并得到一个阈值 0.6λ = ，若 ( )1 2 3 4, , ,M x x x xμ λ>
�

时，

则预报该年 6～8 月总降水量为“水大”，反之预报为“水小”。历史拟合计

算数据见表 1-1，正确率为百分之百。用此方法在 1980～1983 连续 4 年预

报当地汛期旱涝趋势，预报结果（见表 1-2）均正确。 

      表 1-1  1967－1979 年江淮地区汛期降水量拟合结果 

年份 x  
1 1( )A xμ
�

 
2 2( )A xμ
�

 
3 3( )A xμ
� 4 4( )A xμ

�
( )M xμ

�
 6-8 月份 

降水量距平 拟合 

1967 1 0 1 0 0 －216.3 √ 
1968 1 0.86 0.67 0 0.86 ＋354.7 √ 
1969 1 0.94 1 1 1 ＋86.6 √ 
1970 0.33 0 0.99 0.57 0.57 －81.3 √ 
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1971 0 0.69 0.35 1 0.35 －160.7 √ 
1972 1 0.86 1 1 1 ＋298.6 √ 
1973 0.17 0 0.19 0 0 －82.7 √ 
1974 1 0.69 0.19 0 0.69 ＋244.7 √ 
1975 0.67 0 1 0.63 0.63 ＋179.4 √ 
1976 1 0.40 0.14 0 0.40 －281.3 √ 
1977 1 0.86 1 1 1 ＋22.3 √ 
1978 0 0 0.60 0.60 0.16 －195.4 √ 
1979 0 0 0.45 0.57 0.45 －46.8 √ 

 

        表 1-2  1980－1983 年江淮地区汛期降水预报结果 

年份 x  
1 1( )A xμ
�

 
2 2( )A xμ
�

 
3 3( )A xμ
� 4 4( )A xμ

�
( )M xμ

�
预报 实况距平 评定 

1980 0.50 0.83 0.70 1 0.70 多水 ＋353.8 √ 
1981 1 0 0.50 0 0 少水 －208.3 √ 
1982 1 0.66 0.31 0 0.66 多水 ＋271.5 √ 
1983 1 1 0.20 0 1 多水  ＋90.5 √ 

 

基于语言模式的模式识别在现代管理科学中有着较广泛的应用背景，

如对企业经营的评价、人才的选择、项目的评估等等，其模式都能够借助

自然语言表述。 

④ 基于统计模式的模糊模式识别 

关于正态模糊集（模糊数）概念介绍: 

设U 是实数域，U 上的模糊集 A~的隶属函数为 
2)(

~ )( b
au

A eu
−

−
=μ          )0( >b  

称为正态模糊集。 

【例 4】：小麦亲本识别（［1］22 页） 

在小麦杂交过程中，亲本的选择是关键措施之一。亲本类型的划分是

模糊的。为使问题叙述简单，仅就单一性状“百粒重”来进行划分。把每

一株小麦的百粒重作为讨论对象，取论域 [0,10]U = ，一个小麦亲本可以表示

为U 上的一个模糊子集 A~，具有隶属函数 

2)(
~ )( i

i

i

b
au

A eu
−

−

=μ
         )0( >ib  
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其中参数 ,i ia b 可以通过对该亲本的百粒重进行抽样，用统计方法求平均值

( )a 及标准差 ( )σ 而得到。 

表中，取五个亲本作为模型，并计算出相应的参数 i ia b与 。 

 
百粒重参数 

亲本名称             ia  ib  

早熟 )~( 1A  3.7 0.3 

矮杆 )~( 2A  2.9 0.3 

大粒 )~( 3A  5.0 0.3 

高肥丰产 )~( 4A  3.9    0.3 

中肥丰产 )~( 5A  3.7 0.2 

 

现在，有一种未定其类型的小麦亲本 B�，经统计，测得其参数为 

28.0,43.3 == ba  

要问，应将此亲本列为前述五种模型中之哪一种？ 

    按照（5.7）式，算得 

89.0),(,76.0),(

50.0),(,72.0),(,91.0),(

~
5~~

4~

~
3~~

2~~
1~

==

===

ABAB

ABABAB

 

按择近原则，将此小麦亲本列为早熟型。 

【例 5】河南南部铁矿区矿藏预测 （［3］） 

为了实现矿产预测的目的，可以用一定边长的正方形网络来覆盖所研

究的区域，每一方格，叫做一个矿产预测单元，以其为元素，组成论域U 。

“有矿区”是U 上的一个模糊子集。因为，常常有这样一些单元，对于它

们，不能绝对地谈有矿或无矿。有的单元只有零星矿点，有的单元有较多

矿点，有的单元只有未达到工业价值的贫矿床存在，有的单元中有品位较

高的有工业价值的富矿存在。对于这些单元而言，只能讨论它们有矿的程
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度如何。所以，“有矿区”是U 上的模糊子集。 

河北省南部有一铁矿区，在该矿区东北部取试验地段面积为 250 平方

公里，以 1 平方公里的小方格为预测单元，在 1：25000 地质图和航磁图上

取下五种地质变量和地球物理变量作为矿产预报的原始数据，它们是： 

中生代岩浆在单元中的出露面积（万平方米）； 

奥陶系统中灰岩在单元内的出露面积； 

单元内的断裂构造长度（米）； 

单元内平均航磁值（伽玛）； 

单元内最高航磁值（伽玛）。 

在该区内选取 22 个已知有矿的单元，设第 j 个单元上述五个变量的实

测数据为 

),,,,( 54321 jjjjj uuuuu    )22,,2,1( "=j  

求出其平均值 

∑
=

=
22

122
1

j
iji μμ

 

再求每一个分量的样本方差： 

∑
=

−=
22

1

222

21
1

j
iiji μμσ

 

令 

                     )5,4,3,2,1(2 22 == iii σα ， ii σα 2=  

构造有矿
~

( )A 对各个变量的分隶属函数为： 

~

2
2

11 ( ) ,
2( )

0,
i

i i i i i
iA i

u u u u
u

α
σμ

⎧ − − − ≤⎪= ⎨
⎪⎩

当

否则

   )5,4,3,2,1( =i  
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同样，在该区内选取若干个应判为“无矿”的已知单元，建立无矿
~

( )B

的分隶属函数为： 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ ′≤′−′−

′
−

=
否则

当

,0

,)(
2

11
)(

2
2

~

iiiii
iiB

uuuu
u

i

α
σμ

 

其中 iu′ 及 2
iσ ′ 分别是无矿单元第 i 个变量观测值的样本均值与方差，

ii σα ′=′ 2 。 

将
~ ~
,A B作为模式，对河北南部铁矿区取观察数据，类似地计算出 iu′′和 iσ ′′。

将“南部铁矿”视为模糊集
~
C ，其隶属函数为： 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ ′′≤′′−′′−

′′
−

=
否则

当

,0

,)(
2

11
)(

2
2

~

iiiii
iiB

uuuu
u

i

α
σμ  

分别计算
~

iC 与
~ ~

,i iA C 与
~

iB 的贴近度，有 

999.0),(,9950.0),(

724.0),(,9902.0),(

627.0),(,9995.0),(

~
3

~
3

~
3

~
3

~
2

~
2

~
2

~
2

~
1

~
1

~
1

~
1

==

==

==

CBCA

CBCA

CBCA

σσ

σσ

σσ

 

0),(,9870.0),(

0),(,9923.0),(

~
4

~
4

~
5

~
5

~
4

~
4

~
4

~
4

==

==

CBCA

CBCA

σσ

σσ

 

最后，视
~
C 对

~
A的贴近度为 

9870.0),(min),(
~~51~~

==
≤≤ iii

CACA σσ
 

视
~
C 对

~
B的贴近度为 

0),(min),(
~~51~~

==
≤≤ iii

CBCB σσ
 

故判河北南部铁矿
~
C 为“有矿”，具有开采价值。 

 

作业安排及课后反思 



 

35 

教材第四章课后习题以及下面思考题 

1、“不清晰的条形码识别问题”，请同学们自己思考解决方案。 

2、已知
0.7 1 0.2
0.3 0.5 0.6

A ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

� ；

0.2 0.5
0.8 1
0.6 0.2

B
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

� ；

0.2
0.6
0.7

C
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

� ； ( )3.05.01.0=D  

求（1） A B� �D  （2）C D� �D  （3）D C�� D  

 

课前准备情况及其他相关特殊要求 

课前准备了电子教案和文字教案（本课程实施大纲）。本课程无其他特

殊要求。 
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[3] 罗承忠. 模糊集引论(上下册). 北京: 北京师范大学出版社, 1989. 

第三章 

[4] 李柏年. 模糊数学及其应用. 合肥：合肥工业大学出版社. 2007. 第

四章 
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第四章 模糊关系与模糊综合评价 

 

教学日期：2016.4.6， 2016.4.11，2016.4.13 

教学方法：讲授+提问+讨论；板书+PPT 

教学重点、难点：本章介绍模糊关系概念，给出模糊关系的运算，特别重

点介绍模糊关系的合成。作为模糊关系合成运算的应用，介绍一种应用十

分广泛的模糊综合评价方法。 

教学内容 

 

§4－1 模糊关系及运算（60 分钟） 

 

普通关系的定义及运算关系的定义： 

设两个集合U 和V ，笛卡尔乘积 

{( , ) , }U V u v u U v V× Δ ∈ ∈  

是两个集合元素间的无约束有序搭配。 

定义 4.1 设U 、V 是两个集合，叉积U V× 的子集R称为U 到V 的一个关

系（确切地说， R是一个二元关系），记作 

VU R⎯→⎯  

对于元素 ,u U v V∈ ∈ ，若 ( , )u v R∈ ，称u v对 有关系 R，记作uRv；否则uRv。当

U V= 时，称 R为U 中的关系。 

[例] 1R 、 2R 、 3R 是U V× 的子集，有 

1 {( , ) }R u v u v= ≤ ， 2 2
2 {( , ) 1}R u v u v= + ≤ ， 3 {( , ) ( )}R u v v f u= =   
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由 3R 看到，函数也是一种特殊的关系，可见，关系是比函数更广泛的概念。 

关系的特征函数与关系矩阵  

若U 、V 都是有限集，设 1 2{ , , , }mU u u u= " ， 1 2{ , , , }nV v v v= " ，R表示U 到

V 的关系，则R可以用矩阵 [ ]ij mxnR r=  表示，其中 

                 ⎩
⎨
⎧

=
ji

ji
ij vRu

Rvu
r

,0
,1

 
即，普通关系矩阵是（0-1）矩阵。 

关系的运算 

下面，我们仅对有限集U 到V 上的关系作以简单地概括。 

设U 、V 都是有限集， R和 S 是U 到V 的两个关系，即 

              VUR ×⊆ ， VUS ×⊆  

R和 S 相应的矩阵为 [ ]R ijM r= 和 [ ]S ijM s= ，则关系的运算对应了矩阵的运算。 

●相等，包含，并，交，补运算的矩阵表示。    

●合成  假设 R 是U 到V 的关系， S 是V 到W 的关

系，Q是U 到W 的关系，对于 ,u U w W∈ ∈ ，若uQw当且

仅当存在 v V∈ ，使得uRv且 vSw，则称关系Q是关系 R对

S 的合成，记作Q R S= D   

关系的合成运算可以用图表示。 

合成关系的重要性在于，通过两个已知关系得出一个新的关系。例如，若 R

表示“弟兄”关系， S 表示“父子”关系，则 R SD 给出Q R S= D 了“叔侄”

关系。 

②、模糊关系定义 

模糊关系的例子（如人与人之间的面貌“相象”关系）。 

 

R S

U  W

V

图  关系的合成 



 

38 

定义 4.2  称U V× 的一个模糊子集R
�
为从U 到V 的一个模糊关系，记作 

RU V⎯⎯→�  

R
�
的隶属函数用 ( , )R u vμ

��
表示，对于给定的 0 0( , )u v ， 0 0( , )R u vμ

�
表示 0 0( , )u v 具

有关系 R
�
的程度。当U V= 时，称 R

�
为U 中的模糊关系。 

显然，当 ( , )R u vμ
��

只取 0，1 时，就是普通关系。因此，模糊关系是普通

关系的拓广。 

模糊关系的举例（约等于、远远大于、面貌相似，等等） 

模糊关系的隶属函数 ( , )R x yμ ∈［0，1］表示 x 与 y 具有关系 R 的程度。 

模糊关系矩阵：若X和Y都是有限集合时, 模糊关系的隶属函数 ( , )R x yμ

可以用矩阵形式给出，记 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

nnnn

n

n

rrr

rrr
rrr

R

"
""""

"
"

21

22221

11211

 

其中， [0,1]ijr ∈ 表示 ix 与 jy 具有关系 R 的程度。 

模糊关系的包含、相等、并、交、补运算。（模糊关系运算的性质有模

糊集合运算性质相同，主要讨论有限集上的模糊关系及关系运算的关系矩

阵表示形式） 

举例说明模糊关系运算的意义。 

 

§4－2 模糊关系的合成（100 分钟） 

 

(一) 模糊矩阵的运算与性质 

有限论域U V、 的笛卡尔乘积集U V× 中的模糊子集可以表示成一个模
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糊矩阵，因此，模糊矩阵成为模糊数学的主要计算工具，用 n mM × 表示 n m× 模

糊矩阵的全体。 

定义 3   设模糊关系 ij n m
R r

×
⎡ ⎤= ⎣ ⎦�

， ij n m
S s

×
⎡ ⎤= ⎣ ⎦�

，则： 

1） R S=
� �

当且仅当对所有 , , ij iji j r s= 成立; 

2）R S⊆
� �

当且仅当对所有 , , ij iji j r s≤ 成立; 

3） [ ]ij ij n mR S r s ×= ∧∩
� �

; 

4） [ ]ij ij n mR S r s ×= ∨∪
� �

; 

5） [1 ]ij n mR r ×= −
�

. 

上述五种运算分别对应于模糊关系的相等、包含、交、并、补运算。 

例  设 

0.2 0.8
0.5 0.4

R ⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦�  ,  

0.9 0.6
0.3 0.7

S ⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦�  

则 

               

0.2 0.9 0.8 0.6 0.9 0.8
0.5 0.9 0.4 0.7 0.5 0.7

R S
∨ ∨⎡ ⎤ ⎡ ⎤

= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥∨ ∨⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∪
� �  

               

0.2 0.9 0.8 0.6 0.2 0.6
0.5 0.9 0.4 0.7 0.3 0.4

R S
∧ ∧⎡ ⎤ ⎡ ⎤

= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥∧ ∧⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∩
� �  

               

1 0.2 1 0.8 0.8 0.2
1 0.5 1 0.4 0.5 0.6

R
− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤

= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −⎣ ⎦ ⎣ ⎦�  

由于模糊关系是有限论域U V× 中的模糊子集，而模糊矩阵正是U V× 上

模糊集合的隶属函数表现形式，可见模糊集合在并、交、补运算下具备的

所有性质，这里同样满足。  

(二) 模糊关系的合成与意义 

下面介绍一个很重要的运算—模糊关系的合成运算，这种运算是模糊
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决策、模糊推理及模糊控制的基础工具。 

定义  设模糊矩阵 m nR M ×∈
�

， n lS M ×∈
�

表示两个模糊关系，则 R
�
与 S
�
的合

成运算定义为 R S Q=D
� � �

，其中 [ ]ij m l m lQ q M× ×= ∈
�

，
1
( )

n

ij ik kjk
q r s

−
= ∨ ∧ . 

容易验证，合成运算满足如下性质 

1） ( ) ( )R S Q R S Q=D D D D
� �� �� �

     

2） ( ) ( ) ( )R S Q R S R Q=D ∪ D ∪ D
� � �� �� �

 

    ( ) ( ) ( )R S Q R Q S Q=∪ D D ∪ D
� �� �� � �

  

3） ( )T T TR S S R=D D
� �� �

（T 表示转置） 

4） I R R I R= =D D
� � �

     

    O R R O O= =D D
� �

  

注意，合成运算对于∩一般不满足分配律。 

 (三) 几种形式模糊关系的合成 

在讨论之前，先介绍几个基本概念。 

定义   1 n× 的模糊矩阵称为模糊向量，记 

1 2( , , ), 0 1n iA a a a a= ≤ ≤"
�  

模糊向量有双重意义： 

它表示有限论域 1 2{ , , }nU u u u= " 上的模糊子集 A
�
，其分量定义为 

                   ( ), 1, 2, ,i A ia u i nμ= =
�

"  

它作为矩阵，又代表一个模糊关系。 

设 A
�
表现的模糊概念名称为 a，定义从名称集{ }a 到U 的一个模糊关系为 

A∗

� ：{ } ~ Aa U
∗

⎯⎯→�  

( , ) ( )i A i iA
a u u aμ μ∗ = =

��    
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把 A∗

�
用矩阵形式写出来，就是模糊向量 A

�
。以后将 A∗

�
直接记成 A

�
. 

把论域U 上的一个模糊集看作是从它的概念名称到U 的一个模糊关系，

这一思想是十分有意义的，也正是应用合成规则解决大量实际问题的基础。 

(1) 合成形式 I（叉积） 

定义  设 1 nA M ×∈
�

， 1 mB M ×∈
�

，记 

                  
TA B A B× = D

� � � �    

叫做模糊向量 A
�
与B
�
的笛卡尔乘积，简称叉积。 

在实际应用中，考虑如下情况： 

设模糊向量 A
�
、B
�
分别是同一概念 a在不同论域U 和V 上的表现，把 A

�
、

B
�
理解为模糊关系 

~ { }
TAU a⎯⎯→� ， { } ~ Ba V⎯⎯→�  

按照模糊关系的合成运算，应有 

~
TA BU V⋅⎯⎯⎯→� �  

即 A B×
� �

表现了论域的转换关系，用不同论域表现同一概念时，这两个

论域的元素之间便发生了一定的联系，A B×
� �

就表现了论域U 和V 元素间存在

的联系（关系）。 

(2) 形式 II（内积） 

 定义  设 A
�
、 B
� 1 nM ×∈ ，记 TA B A B⋅ = D

� � � �
  叫做 A

�
与B
�
的内积。 

一般的有 

               11
( )

n

i ii
A B a b

=
⋅ = ∨ ∧
� �   

下面我们分析 A
�
与B
�
内积的意义。 

设有两个模糊概念 ,α β ，它们在同一论域 1 2{ , , }nU u u u= " 上表现为两个模
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糊子集 A
�
和B
�
，将 A

�
, B
�
都看作模糊关系矩阵，表现模糊关系 

         { } ~ Aa U⎯⎯→� ，  ~ { }
TBU β⎯⎯→�  

按模糊关系合成的意义，应有 

{ } ~ { }
TA Ba β⋅⎯⎯⎯→� �  

故 A B⋅
� �

表示同一论域的两个模糊概念之间的相关程度。 

(3) 形式 III（变换） 

设有限论域 1 2{ , , }nU u u u= " 和 1 2{ , , }mV v v v= " ， R
�
是从U 到V 的一个

模糊关系，相应模糊矩阵为 [ ]ij n mR r ×=
�

，则U V× 上的模糊关系 R
�
决定了一个模

糊变换，其直观意义可以解释为一种论域的转换。 

设有一个概念 a，它在论域U 上表现为模糊向量 1 2( , , )nA a a a= " ,U 上

模糊集 A
�
与U 到V 上的模糊关系 R

�
的合成 1 mA R M ×∈D

� �
是一个模糊向量。因为 

{ } ~ Aa U⎯⎯→� ， ~ RU V⎯⎯→�  

按模糊关系合成定义，应有 

{ } ~ A Ra V⋅⎯⎯→� �  

由此可见， B A R= D
� � �

可以表现同一概念 a在论域V 上的模糊向量。正是

在这个意义上，才说R
�
决定了一个模糊变换，或说R

�
是一个论域转换器。 

 
§4－3 模糊综合评价（综合决策）（90 分钟） 

 

综合评判又称多元决策，是系统工程的必要环节之一。模糊综合评判的

第一个初始模型是由汪培庄教授提出的，并且受到了应用工作者的极大重

视。目前，在国内应用这一模型解决生产实际问题的成果较多。 

（一）初始的综合评判模型 
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[例]  服装的评判 

设对某一种服装进行评判，取U 为着眼因素集合，取V 为评语集合。 

{ }价格费用花色样式、耐穿程度、=U  

{ }V = 很欢迎、比较欢迎、不太欢迎、不欢迎 。 

对一批人进行调查，单就花色样式考虑，有 20%的人很喜欢，有 70%的

人比较喜欢，10%的人不太喜欢，便可以认为，单就花色样式这一因素而言，

该服装应得的评价为（0.2，0.7，0.1，0）。有假设，单就耐穿程度对该服

装所作的评价（0，0.41，0.5，0.1）；单就价格费用所作的评价为（0.2，

0.3，0.4，0.1）。于是，可以写出单因素评判矩阵 

0.2 0.74 0.1 0
0 0.4 0.5 0.1

0.2 0.3 0.4 0.1
R

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

�
 

假如我们选的是某种类型（职业、性别、年龄、民族，……）的顾客，

事先知道这类顾客对U 中三个因素的权数分配为 

(0.2,0.5,0.3)A =
�  

则由矩阵的合成运算，可以得出该类顾客对这种服装的综合评判为 

( ) )1.0,5.0,4.0,2.0(
1.04.03.02.0
1.05.04.00

01.074.02.0
3.0,5.0,2.0

~~~
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
== DD BRA

 

若将综合评价向量归一化，则综合评判为： 

( )08.0,41.0,34.0,17.0)
2.1
1.0,

2.1
5.0,

2.1
4.0,

2.1
2.0( =

 

下面对模糊综合评价的初始模型做一个概括。 

设评价因素集 { }1 2, , , nU u u u= " ，评语集 { }1 2, , , mV v v v= " 。根据被评价

对象建立单因素评价矩阵 
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11 12 1

21 22 2

1 2

m

m

n n nm

r r r
r r r

R

r r r

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

"
"

# # #�
"

 

其中 [0,1]ijr ∈ 表示从因素 iu 着眼，对被评对象做出 jv 评语的可能程度。 

给定各因素的权重分配，记为 

( )1 2, , , nA a a a= "
�  

其中 ia 是因素 iu 的评价权重，有 0ia ≥ 且
1

1
n

i
i

a
=

=∑ . 应用模糊矩阵的复合运

算，得到模糊综合评价 

                  
( )1 2, , , mA R B b b b= =D "

� � �    

这个综合评价模型虽然简单，但却具有相当普遍的应用意义。 

例  农业气候条件分析 

在评价一个地区气候条件是否适宜种植橡胶树时，需要考虑影响橡胶树

生长的诸多气候条件因素。取评价因素集 {U = 年平均气温 1u ，年极端最低

气温 2u ，年平均风速 3}u , 取评语集 {V = 很适宜 1v ，适宜 2v ，较适宜 3v ，不适

宜 4}v .  

考虑南宁和万宁两地区是否适宜种植橡胶树，经专家研究，分别建立这

两个地区的单因素评价矩阵 

0.42 0.58 0 0
0 0 0.26 0.74
0 0.11 0.26 0.63

R
⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

�南宁

,  

1 0 0 0
0.95 0.05 0 0

0 0.11 0 1
R

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

�万宁

 

考虑种植橡胶树以年极端最低气温至为重要，年平均气温次之，风速不

太重要，故取评价权重为 
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(0.19,0.80,0.01)A =
� . 

利用模糊变换，得到综合评价为 

B A R= =D
� �南宁 南宁 （0.19,0.19,0.26,0.74）

 

B A R= =D
� �万宁 万宁 （0.80,0.05,0,0.01）

 

结论表明，万宁地区适宜种植橡胶树，而南宁地区不适宜。 

（二） 广义模糊运算下的综合评判模型 

在上述的评价模型中，模糊变换 A R B=D
� � �

运用了 ∨∧和 合成规则，因此记

作 (M ∧ ∨、）型， ∨∧和 这两个运算虽然简洁明了，但是评价灵敏度不高，或者

说丢失信息太多，这一点从下面的例子中可以看出来。 

设有两个评价矩阵： 

1

0.8 0.2 0 0
0.4 0.3 0.3 0
0.8 0 0.2 0
0.7 0.1 0.1 0.1

R

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

�

， 

2

0.4 0.3 0.3 0
0 0.2 0.7 0.1
0 0 1 0
0 0 0 1

R

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

�

. 

    设着评价的权重分配 (0.4,0.3,0.2,0.1)A =
�

，不难得到 

1 2 (0.4,0.3,0.3,0.1)A R A R= =D D
� � � �  

容易看出， 2R
�
比起 1R

�
来，明显地重心后移，因此，对应的评价 2B A R= D

� � �
也

应重心后移，但是，这里的评价却是相同的，所以，这种评价有些不合情

理，模糊关系的合成运算是应该改进的，为此引入广义模糊运算。 

定义  一个广义的模糊“与”运算 ∩  是一个映射 

∩： , [0,1]I I I I× → =  

满足： 

① 对每一变量在 I 内连续、单调增加； 
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② ,a b I∀ ∈ ；a ∩ b =b ∩ a； 

③ Ia∈∀ ， a ∩ 0 = 0, a ∩ 1=a ; 

④ , ,a b c I∀ ∈ ,(a ∩ b )∩ c= a ∩ (b ∩ c) 

类似地可以定义广义模糊“或”运算∪，只要把∩换成∪，再把③改成 

Ia∈∀ ，a ∪ 1=1 , a ∪ 0 =a  

即可。 

可以看出，算子∧和∨是广义运算∩和∪的特例。在模糊综合决策模型

(M ∧ ∨、）中，将模糊关系合成使用的∧,∨运算用∩ ,∪替换，便得到广义模糊

合成运算的综合评价模型，记为 (M ∩ ∪、）: 

( )1 2, , , mA R B b b b= =D "
� � �  

其中，对于 1,2, ,j m= " ，有 

               1 1 2 2( ) ( ) ( )j j j n njb a r a r a r= ∩ ∪ ∩ ∪"∪ ∩
  

                 1

( )
n

k kj
k

a r
=

= ∩∪
 

（三） 模糊综合评价的应用 

介绍权重确定的层次分析法； 

【例子】教师课堂教学质量评价；企业管理水平的评价；软件的评价等

等。 

对于因素及和评语集在实际问题中的具体方法； 

（四） 模糊综合评价技术的改进研究 

包括：1、多级（层次）评价方法； 

2、具有模糊数的评价问题； 

3、模糊综合评价的适度分析法。 
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讨论（20 分钟） 

1、设 U={王平，李兵，刘海，张浩}，V={语文，算术，英语，常识}，

他们的成绩单如下： 

 语文 算术 英语 常识 

王平 94 100 98 80 

李兵 88 95 85 73 

刘海 95 100 90 83 

张浩 81 84 92 80 

用分数表示掌握所学知识的程度，试构造从 U 到 V 的一个模糊关系 R：“掌

握所学知识的程度”。 

 

作业安排及课后反思 

教材第五章习题以及下题。 

1、设 X={2，4，6，8，10，12，14}，写出如下关系： 

（1）X 上的“相等”关系 1R ； 

（2）X 上的“小于”关系 2R ； 

（3）X 上的“大得多”关系 3R 。 

 

 

课前准备情况及其他相关特殊要求 

课前准备了电子教案和文字教案（本课程实施大纲）。本课程无其他特
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殊要求。 
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第五章 模糊聚类分析 

 

教学日期： 2016.4.18，2016.4.20，2016.4.25 

教学方法：讲授+提问+讨论；板书+PPT 

教学重点、难点：本章介绍模糊等价关系的定义，同时介绍经典等价关系

可以决定一个分类的思想。在此基础上，引入模糊相容关系的传递闭包概

念，给出求传递闭包的方法。重点向同学们讲解基于模糊等价关系的聚类

分析方法和模糊 ISODATA 聚类方法，并列举一些应用实例。使同学真正掌

握并会利用模糊聚类分析解决实际问题。 

教学内容 

§5－1 模糊等价关系（80 分钟） 

 

由于有限集上的普通关系和模糊关系的运算及性质可用相应的矩阵来

表示，因此，可以很自然的给出模糊关系的性质。 

（一）自反性 

设R
�
是集合 X 上的模糊关系，对于每一个 x X∈ ，有 ( , ) 1R x xμ =

�
成立，

则称 R
�
是自反的。 

（二）对称性 

设R
�
是集合 X 上的模糊关系，对于 ,i jx x X X∀ < >∈ × ，若有 

( , ) ( , )R i j R j ix x x xμ μ=
� �  

成立，则称R
�
是对称的。 

（三）传递性 

设R
�
是集合 X 上的模糊关系，对于 ( , ), ( , ), ( , )i j j k i kx x x x x x X X∀ ∈ × ，若
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均有 

( , ) [ ( , ) ( , )]R i k R i j R j kj
x x x x x xμ μ μ≥ ∨ ∧

� � �  
成立，则称R

�
是传递的，其相应的矩阵满足 

R R RM M M≤
� � �
D  

定义 1. 若 R
�
满足自反性和对称性，则称 R

�
为模糊相容关系，若 R

�
满足

自反性、对称性和传递性，则称 R
�
为模糊等价关系，相应的矩阵称为模糊相

容矩阵和模糊等价矩阵， 

例 1. 下面的模糊矩阵 

1 0.4 0.8 0.5 0.5
0.4 1 0.4 0.4 0.4
0.8 0.4 1 0.5 0.5
0.5 0.4 0.5 1 0.6
0.5 0.4 0.5 0.6 1

RM

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

�

 
就是模糊等价矩阵，可以验证满足 R R RM M M≤

� � �
D ，则 R

�
表示的关系为模糊等

价关系。 

定义 2 设 [ ]i j n nR r ×=
�

，若 ( )t R
�
满足： 

（1） 2( ) ( )t R t R≤
� �

 

（2） ( )t R R≥
� �

 

（3）、设 1R
�
是传递矩阵，且 1R R≥

� �
，必有 1 ( )R t R≥

� �
，则称 ( )t R

�
为 R
�
的传递

闭包。 

定理 1. 设R
�
是论域 1 2{ , , }nX x x x= " 上的模糊关系，则 

1
( )

n
k

k
t R R

=

= ∑� �  
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例 2 设
1 0.3 0.8

0.4 0.2 0.9
0.8 0.5 0.3

R
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

�
，则

2

1 0.5 0.8
0.8 0.5 0.4
0.8 0.3 0.8

R
⎛ ⎞
⎜ ⎟=⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

� ，
3

1 0.5 0.8
0.8 0.4 0.8
0.8 0.5 0.8

R
⎛ ⎞
⎜ ⎟=⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

� ， 

故 

            

2 3

1 0.5 0.8
( ) 0.8 0.5 0.9

0.8 0.5 0.8
t R R R R

⎛ ⎞
⎜ ⎟= = ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∪ ∪
� � � �

 
定理 2 设 R

�
是论域 1 2{ , , }nX x x x= " 上的模糊相容关系（不满足传递性），

则 ( )t R
�
为模糊等价关系。 

具体求法： 2 3 1l l nR R R R R R+→ → → → = = =" "
� � � � � �

，则 ( ) lt R R=
� �

 

加速求法：
12 4 2 2k k

R R R R R
+

→ → → → ="
� � � � �

，则 2( )
k

t R R=
� �

 

此定理告诉我们，一个模糊相容关系，总可以“自乘”的方式改造成

为一个模糊等价关系，而且这种改造不需要经过无限多次。 

例 3 模糊关系 

1 0.1 0.8 0.5 0.3
0.1 1 0.1 0.2 0.4
0.8 0.1 1 0.5 0.5
0.5 0.2 0.5 1 0.6
0.3 0.4 0.5 0.6 1

R

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

�

 
具有自反性（ 1ijr = ）和对称性（ ij jir r= ），但不具有传递性，故 R

�
为模糊

相容关系，而经过“自乘” 

2

1 0.3 0.8 0.5 0.5
0.5 1 0.2 0.4 0.4
0.8 0.2 1 0.5 0.5
0.5 0.4 0.5 1 0.6
0.5 0.4 0.5 0.6 1

R

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

�

   

4

1 0.4 0.8 0.5 0.5
0.4 1 0.4 0.4 0.4
0.8 0.4 1 0.5 0.5
0.5 0.4 0.5 1 0.6
0.5 0.4 0.5 0.6 1

R

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

�

 
因为 8 4R R=

� �
，则 4R

�
为模糊等价关系。今后我们用 ( )t R

�
代替 R

�
进行聚类分

析。 
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§5-2 基于模糊等价关系的模糊聚类分析（50 分钟） 

 

在经典集合论中说明了，分类所根据的关系是等价关系，同样根据模

糊等价关系可以进行模糊分类。 

定义 3  设 R
�
为论域 1 2{ , , , }nX x x x= " 上的模糊等价关系，隶属函数记为

( , )R i jx xμ
�

，称 Rλ 为R
�
的λ截集 

{( , ) | ( , ) , , } (0 1)i j i j i jRR x x x x x x Xλ μ λ λ= ≥ ∈ < ≤�  

可见 Rλ 是 X X× 上的普通子集 

定理 3  若 Rλ 是 X 上的模糊等价关系 R
�
的λ截集，则 Rλ 是 X 上的普通等

价关系。 

这个定理不作证明，同学们可以通过验证的方法看出其正确性。于是，

利用 X 上的普通等价关系 Rλ 可以对 X 进行分类。 

例 4 设 1 2 3 4 5{ , , , , }X x x x x x=  

1 0.4 0.8 0.5 0.5
0.4 1 0.4 0.4 0.4
0.8 0.4 1 0.5 0.5
0.5 0.4 0.5 1 0.6
0.5 0.4 0.5 0.6 1

R

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

�

 
易验证 R

�
是一个模糊等价关系（模糊等价矩阵）。今由 1 降至 0，写出 X

上的普通等价关系 Rλ ，并按 Rλ 对 X 分类，若 ix 和 jx 分为一类，当且仅当

( , ) 1R i jx x
λ

μ = 。 
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1

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

R

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠  

分类： 1 3 2 4 5{ },{ },{ },{ },{ }x x x x x ，即每个元素自成一类。 

0.8

1 0 1 0 0
0 1 0 0 0
1 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

R

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠  

分类： 1 3 2 4 5{ , },{ },{ },{ }x x x x x ，即 1x 和 3x 归为一类，其他自成一类。 

0.6

1 0 1 0 0
0 1 0 0 0
1 0 1 0 0
0 0 0 1 1
0 0 0 1 1

R

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠  

为类： 1 3 2 4 5{ , },{ },{ , }x x x x x 。 

0.5

1 0 1 1 1
0 1 0 0 0
1 0 1 1 1
1 0 1 1 1
1 0 1 1 1

R

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠  

为类： 1 3 4 5 2{ , , , },{ }x x x x x  

0.4

1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1

R

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠  

分类： 1 2 3 4 5{ , , , , }x x x x x ，即五个元素分为一类。 
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聚类图：  

      

 

 

 

 

§5-3 模糊聚类分析的步骤（60 分钟） 

 

设 1 2{ , , , }nX x x x= " 是待分类的对象集合， 1 2, , , mC C C" 是分类所依据的m

个指标，其中对象 ix 所对应的指标为 1 2( , , , )i i imx x x" ， 1,2, ,i n= " . 将 n个对象进

行分类的步骤如下。 

（一）标定  

即确定对象 ix 与 jx 的相似系数（相关程度） ijr ，标定的方法可以依据实

际问题选择公式（见教材）； 

（二）写出矩阵 ( )ij n nR r ×=  

所有标定方法满足： ,   1ij ji iir r r= = ， R
�
为相似矩阵（相容关系）。 

（三）聚类 

利用“自乘”方法将R
�
改造成模糊等价关系 R∗

�
，然后，利用 R∗

�
的λ截集

得到系统聚类图。在适当的阈值上进行截取，便可得到需要的分类。 

应用实例 2  预报煤与瓦斯突出 

取三个判断煤层具有突出危险的强弱指标： 

1x  为瓦斯用处初速度； 

图 1-10 系统聚类图

1x 2x 3x 4x 5xλ
1

0.8

0.6
0.5
0.4
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2x  为钻粉量； 

3x  为煤层坚固性系数 f 的倒数，即 3 1x f= . 

实践经验证明，这几个指标的选取大小都与煤层存在的突出危险性成

正比。现共测得九个采掘工作面的实测数据（样品） 1 2 9, , ,u u u" ，数据见表

所示。 

利用算术平均最小值公式，计算出各样品间的相似系数。以相似系数

为元素，建立样品集上的模糊相容关系矩阵 R
�
，然后利用“自乘”方法求出

R
�
的传递闭包 * 8R R=

� �
。分类结果如下： 

取 1λ = 时，各样品自成一类：{ } { } { }1 2 9, , ,u u u"  

取 0.917λ = 时，样品分成五类：{ } { } { } { } { }1 3 2 4 5 8 9 6 7, , , , , , , ,u u u u u u u u u  

取 0.87λ = 时，样品分成三类：{ } { } { }1 3 6 2 4 7 5 8 9, , , , , , , ,u u u u u u u u u  

取 0.771λ = 时，样品归为一类：{ }1 2 9, , ,u u u"  

 

 

 

 

 

从历史资料分析，取 0.87λ = 时的分类是符合实际情况的。根据所掌握

的资料认为，{ }5 8 9, ,u u u 为严重突出危险型，{ }2 4 7, ,u u u 为一般突出危险型，

{ }1 3 6, ,u u u 为无突出危险型。把上述的分类作为煤矿瓦斯突出预报的模式，对

于给定的待预报样品，可以采取如下的判决方法来判断其归属哪一类型： 

（1）计算出带预报样本 y 与原来每个样品 ( 1, ,9)iu i = " 间的相似系数，

系统聚类图 

1x 3x  2x 7x 8xλ 
1 

0.917 

0.870 

0.771 

6x 4x 5x 9x  
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其方法采用原公式（算术平均最小值公式）； 

（2）若 y 与样品 iu 的相似系数最大，且 iu 属于第 k 类 ( 1,2,3)k = ，则预报

y 属于 k 类型。 

现有预报样品： 1 2(48,7.3,3.33), (23.5,5.3,1.43).y y= =  

按上述方法计算，得到 1y 与第一类（严重突出危险型）中样品相似系

数最大，为 0.966， 2y 与第二类（一般突出危险型）中样品相似系数最大，

为 0.941，故判定 1y 属于严重突出危险型， 2y 属于一般突出危险型。进而，

可以采取相应的措施进行防治，以确保安全生产。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   
1x  2x  3x  

1u  10 3.4 0.91

2u  32 4.3 1.25

3u  8.5 3.5 1.11

4u  27 5 1.43

5u  50 6.6 5 

6u  13 3 0.83

7u  20 4.8 2 

8u  42 6.8 4.35

9u  40 6.3 3.33
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§5－4 模糊 ISODATA 聚类方法（70 分钟） 

（迭代自组织分析技术） 

这种聚类方法也称为软分类法，分类的结果是利用“选代自组织分析

技术”（ISODATA）确定出所分类别的各类中心位置，并使各自类别中的样

品与其聚类中心的距离尽量小。 

设待分类的样品集为 { }1 2, , , nU u u u= " ，每个样品有 m 个数量指标

1 2, , , mX X X" ，样品 ( 1,2, , )iu i n= " 的向量表示为 

.,,2,1,),,,,( 21 mkXxxxxu kikimiii "" =∈=  

（1）、硬化分 

我们将U 划分为 c个类，这个划分可以用一个分类矩阵 ij c n
R r

×
⎡ ⎤= ⎣ ⎦ 表示，

其中 

⎩
⎨
⎧

=
类属于第样品，

类不属于第，样品

iu
iu

r
j

j
ij 1

0

 

并且， R满足条件。 

（I） { }0,1ijr ∈ ； 

（II） R的每一列只有一个元为 1，其余为 0； 

（III）每行之和大于零，即每类都不空。 

称这种划分为对U 的硬划分。 

将 n个样品分为 c类的方法有多种分法，相应可以写出许多分类矩阵。

我们需要求得一个最佳的分类。 

设第 j 类样品集合为 ( ) ( ) ( )
1 2{ , , , }

j

j j j
ku u u" ，其中样品 

},,,{ )()(
2

)(
1

)( j
im

j
i

j
i

j
i uuuu "=  
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称向量 1 2( , , , )j j j jmv v v v= " 为第 j 类的聚类中心，这里 

)(

1

1

1

)( 11 j
i

n

i
jin

i
ji

k

i

j
i

j
j ur

r
u

k
v

j

⋅== ∑
∑

∑
=

=

=

 

ik

n

i
jin

i
ji

k

i

j
ik

j
jk xr

r
x

k
v

j

⋅== ∑
∑

∑
=

=

= 1

1

1

)( 11

 

1,2, , ; 1, 2, , ,k m j c= =" "  即聚类中心的各分量是该类中诸样品相应分量的平

均值。所谓一个最佳分类是使聚类判据 

                    

2

1 1
),( ji

c

j

n

i
ji vurvRJ −= ∑∑

= =   
达到最小的一个分类。式中

2

i ju v− 表示向量 iu 与 jv 的距离平方。 

（2）、软化分 

在许多现实的分类问题中，类别本质是模糊的，一个样品并非绝对地

属于哪一类，可能同时具有几个类别的特征。此时，分类矩阵是一个模糊

矩阵 [ ]ij nR r σ×=
�

， { }0,1ijr ∈ 表示第 j 个样品属于第 i类的可能程度，这种分类叫

做对U 的软划分。软划分的分类矩阵满足条件 

（I） { }0,1ijr ∈ ； 

（II）
1

1
c

ij
i

r
=

=∑ ，即对每一个样品而言，它对各类的隶属度之和为 1； 

（III）
1

0
n

ij
j

r
=

>∑ ，即保证每类都不空。 

我们依然按照硬划分中最佳分类的思想，建立一种分类准则，在U 上

做一个最佳划分。 

将判据作如下推广： 
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2

1 1
)(),( ij

c

i

k
n

j
ijk vurvRJ −= ∑∑

= =   

聚类的准则是求出分类矩阵 R
�
及聚类中心 v，使得上式所表示的泛函数

达到最小。参数K 是为了加强样品属于各类隶属度的对比度，K 越大则分类

越模糊。一般取 1K > 。 

（3）、ISODATA 聚类方法的计算方法 

本问题求解相当困难。当 1K > 及 , , j ii j u v∀ ≠ 时，我们介绍 Bezdek 的算法，

关于分类矩阵元 ijr 和各聚类中心 iv 的计算公式为 

1

1

1
2

])([ −

=

−∑
−

−
=

c

i

k

ij

ij
ij vu

vu
r

    ji,∀                 （1） 

k
n

j
ij

j
k

n

j
ij

i

r

ur
v

)(

)(

1

1

∑

∑

=

=

⋅
=

          i∀                 （2） 

具体聚类的计算步骤如下： 

a) 任选一个初始软分类矩阵（可根据经验）
~
R； 

b) 由R
�
及（2）式，计算聚类中心 iv ( 1,2, , )i c= " ； 

c) 由 iv 及（1）式，计算出新的分类矩阵
~

[ ]ijR r∗ ∗= ； 

d) 对于预先给定的小正数ε（如 2 310 ,10 ,− − "），如果
,

max[ ]ij iji j
r r ε∗ − < ，则 ijr ∗

及相应得到的 iv ∗即是所求结果，否则再返回到b 。其中ε 越小，结果越精确，

但计算量也越大。 

（4）、应用举例： 

【例子】、基于等形块段的煤田地质分类。（阜新矿院 84 级地质专业学

生的毕业论文） 
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作业安排及课后反思 

1、论域 X={1，2，……，10}，定义： 

[大]= 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1 1
4 5 6 7 8 9 10

A = + + + + + +  

[小]= 1 0.8 0.6 0.4 0.2
1 2 3 4 5

B = + + + +  

求：C=[不大]，D=[不小]，E=[或大或小]，F=[不大也不小]。 

 

课前准备情况及其他相关特殊要求 

课前准备了电子教案和文字教案（本课程实施大纲）。本课程无其他特

殊要求。 

 

参考资料 

[1] 张国立，张辉，孔倩. 模糊数学基础及应用. 化学工业出版社, 2011. 

第五章 

[2] 谢季坚. 模糊数学及其应用(第二版). 武汉: 华中理工大学出版社, 

2000. 第六章 

[3] 罗承忠. 模糊集引论(上下册). 北京: 北京师范大学出版社, 1989. 

第五章 

[4] 李柏年. 模糊数学及其应用. 合肥：合肥工业大学出版社. 2007. 第

六章 

 

 



 

61 

课程要求 
 

1、学生自学要求 

学生应在上课前对即将学习的章节进行预习，提出问题。已学章节的

复习由学生在课余自行安排时间，课堂上不安排复习。除了教材上的内容

外，要求学生阅读一些相关著作，如下述课外阅读要求中所列著作或其他。 

 

2、课外阅读要求 

[1] 刘合香. 模糊数学理论及其应用. 北京：科学出版社，2012. 

[2] 谢季坚. 模糊数学及其应用(第二版). 武汉: 华中理工大学出版社, 

2000 

 

3、课堂讨论要求 

讨论目的要明确。教师应提出与当堂课程内容有关的、合理而有价值

的讨论题目，激发学生思考，避免提出学生知识结构不能达到的问题。 

分组合理分工明确。可自由组合，也可按观点的异同进行分组。可先

分组讨论再全班讨论。学生应积极参与。 

教师应是组织者和指导者。教师应适当控制讨论局面，使得性格内向

的学生也有发言机会，但教师不宜发言过多，左右学生的思维。 
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课堂规范 

 

课堂纪律 

1、教师需在上课前 10-15 分钟到达上课教室，做好课前准备，比如检

查有无粉笔黑板刷，开多媒体，检查多媒体能否正常使用。学生需在上课

前 5-10 分钟到达上课教室。迟到的学生从教室后门进入教室，不能影响老

师和其他学生上课，并在下课后主动向老师说明迟到原因。 

2、课堂上教师不能抽烟喝酒，不能吃东西，不能接打电话，手机调为

震动或静音。非特别紧急的情况下不能上厕所。 

3、课堂上学生不能抽烟喝酒，不能吃东西，不能交头接耳，不能做与

本课程无关的事（如做作业，听音乐），不能接打电话，不能玩手机，手机

调为震动或静音。需要上厕所举手示意，教师同意后方可出教室。 

4、教师上课使用普通话。学生发言或提问要举手，经老师同意并起立

用普通话表达。 

 

课堂礼仪 

1、教师和学生均需整齐着装，不能穿拖鞋，吊带背心进入教室。 

2、教师和学生在上课过程中均应注意语言文明，相互尊重。 

3、教师上完课应关闭多媒体和多媒体机柜。如果课程为上午（下午、

晚上）最后一节课，最后离开教室的老师或学生应关闭教室的所有灯光。 
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课程考核 
 

1、出勤（迟到、早退等）、作业、报告等的要求 

    一学期教师至少随机抽 1/3 的课时点名，严禁不假不到。病假事假需相

应的请假条（所在学院负责老师签字）。学生按时保质保量完成作业，由组

长收发作业。 

2、 成绩的构成与评分规则说明 

平时成绩 40% （其中考勤 20%，作业 20%）+ 考核成绩 60% 

说明：有点名未到的情况，总评成绩不能为“优秀”；作业未完成者，

不能得“良好”以上的等级。 

3、考试形式及说明 

考试形式：小论文 + 考试或知识点考核（如书上重要定理的证明） 

说明：点名超过 1/3 未到，不能参加考核。 

 

学术诚信 

 

本课程的考核过程中，若出现学生考试违规与作弊，抄袭他人论文或

其他伪造成果的行为，按四川理工学院相应政策处理。 
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课程资源 

 

1、教材与参考书 

本课程教材为：《模糊数学基础及应用》，张国立，张辉，孔倩著，化

学工业出版社（2011）。 

本课程参考书目 

[1] 谢季坚. 模糊数学及其应用(第二版). 武汉: 华中理工大学出版社, 

2000 

[2] 罗承忠. 模糊集引论(上下册). 北京: 北京师范大学出版社, 1989 

[3] 李柏年. 模糊数学及其应用. 合肥：合肥工业大学出版社. 2007 

[4] 谢季监，刘承平. 模糊数学方法及应用. 武汉: 华中科技大学出版

社, 2000. 

2、专业学术著作 

《模糊数学》是一门新兴学科，内容有一定的抽象性，后三章与实际

联系紧密。与《模糊数学》有关的学术著作，除上述参考书目外，还有如

下著作（不能完全列出）。 

[1] 刘合香. 模糊数学理论及其应用. 北京：科学出版社，2012. 

[2] 曾光奇，胡均安. 模糊控制理论与工程应用. 武汉: 华中科技大学

出版社, 2006. 

[3] 蔡文娱. 模糊数学在水质动态变化综合评价中的应用. 科技广场， 

2009.3： 14-16. 

[4] 朱小虎. 模糊数学在膝关节骨性关节炎诊断和疗效评价中的应用. 



 

65 

湖北中医药大学博士论文，2013. 

3、专业刊物 

《模糊系统与数学》、《科技导报》、《环境科学与管理》、《制造业自动

化》、《科技广场》、《水处理技术》、《实验技术与管理》、《中国烟草学报》、

《弹箭与制导学报》等刊物，以及一些高校学报均可刊登模糊数学方面的

文章。 

4、网络课程资源 

爱课程：http://www.icourses.cn 

中国大学 MOOC：http://www.icourse163.org/ 

网易公开课：http://open.163.com/ 

5、课外阅读资源 

[1] 曾光奇，胡均安. 模糊控制理论与工程应用. 武汉: 华中科技大学

出版社, 2006. 

[2] 席爱民, 模糊控制技术. 西安: 西安电子科技大学出版社, 2008. 

[3] 李国勇. 神经模糊控制理论及应用. 电子工业出版社，2009. 
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教学合约 

 

本人已阅读《模糊数学》课程实施大纲，理解了其中内容。本人同意

遵守课程实施大纲中阐述的标准和期望，并将本课程的重点、难点、课程

要求、课堂纪律，课堂礼仪、考核形式及要求传达给学生。 


