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1．教学理念
1.1关注学生的发展

核心理念是为了每一位学生的发展,这包含着三层涵义:一是课程要着眼于学生的发展,这是课程价值取向的定位问题。要培养学生的信息收集和整理能力,发现问题和思考问题的能力,分析问题和解决问题的能力,终生学习和创新的能力以及生存和发展的能力。

1.2关注教学的有效性

通过教与学，能激发学生的情感，对知识的热爱。

1.3关注教学的策略

重基础，理论联系实际。

1.4关注教学价值观

第一，要完成科学知识的讲授和社会经验的传递，发展学生智育；
第二，要发展学生的智能和体能，使学生形成能力，掌握个人生存和为社会服务的本领；
第三，要重视学生操作能力、动手能力、实践能力的培养，在理论和实践结合上掌握知识，学习技术，习得方法；

第四，要对学生进行思想教育，逐步使学生树立正确的世界观、科学的人生观、形成良好道德品质、行为习惯，树立与市场经济相适应的思想和品格。

2．课程介绍

2.1课程的性质

学科基础必修课

2.2课程在学科专业结构中的地位、作用

数学是由几何学（平面几何，立体几何，平面解析几何，空间解析几何，射影几何，非欧几何，微分几何等）、代数学（初等代数学，高等代数，抽象代数等）和分析学（微积分，实分析，复分析，Fourier分析，调和分析，逼近理论，实变函数，泛函分析，测度论，概率论，常微分方程，偏微分方程等）三大的分支组成：

最近十几年，随着计算机技术日新月异地发展和计算机在社会中迅速普及，高等代数变得越来越重要，它的内容在实际中的应用越来越广泛。
2.3课程的前沿及发展趋势

随着时代的变迁，高等代数的教学内容和方式也在不断的发展。大概在90年代之前，国内高校的高等代数教材大多以“矩阵论”作为中心，比较强调矩阵论的相关技巧；90年代之后，国内高校的高等代数教材渐渐地改变为以“线性空间理论”作为中心，比较强调几何的意义。作为缩影，复旦的高等代数教材也经历了这样一个变化过程，1993年之前采用的屠伯埙老师的教材强调“矩阵论”；1993年之后采用的姚慕生老师的教材强调“线性空间理论”。从单纯重视“代数”到“代数”与“几何”并重，这其实是高等代数教学观念的一种全球性的改变，可能这种改变与现代数学的发展密切相关。

2.4学习本课程的必要性

高等代数是大学数学专业的一门必修基础课程。它不仅是许多相关专业和应用学科的重要工具课，而且在近代数学理论中也是一门很重要的理论基础课，特别是随着当今电脑科技的发展，如数学软件中愈加显示出高等代数的作用。
3．教师简介

3.1教师的职称、学历

副教授  博士

3.2教育背景

1994.09－1997.07  乐山师范学院 数学系 读书

2001.09－2004.07  成都理工大学信息管理学院攻读硕士学位

2006.09－2009.07  苏州大学数学科学学院攻读博士学位

2011.09－2012.02  到四川大学生命科学院进修 主要从事生物信息学研究，将代数方法与机器学习方法相结合研究蛋白质结构预测及分子设计.

3.3研究兴趣（方向）

研究兴趣:  应用数学  计算机软件技术  数学建模
承担了本科生课程《高等代数》、《近世代数》、《运筹学》、《概率论与数理统计》、《线性代数》、《离散数学》、《C语音》、《数据结构与程序设计》、《计算机密码学》及研究生课程《代数学》、《现代数学基础》、《有限群表示论》的教学任务。
4．先修课程

中学数学（初等数学）
5．课程目标

5.1知识与技能方面

本课程的教学目的和要求是通过这门课的学习，使学生不仅能掌握一些处理问题的基本方法，而且能使他们对于高等代数的基础理论有一个深刻了解，从而为进一步学习专业课打下良好的基础。加深学生对代数概念和理论的理解，培养学生逻辑思维等抽象思维能力和认识、分析、解决实际问题的能力。

5.2过程与方法方面

在认识了代数学的特点后，就可以有的放矢地学习高等代数了。我们可以通过具体的例子去理解抽象的定义和证明；我们可以将定理的结论运用到具体的例子中，从而加深对定理的理解和掌握；我们还可以通过具体例子的启发，去发现和证明一些新的结果。因此，要学好高等代数，就需要正确认识抽象和具体的辩证关系，在抽象和具体之间找到结合点。
5.3情感、态度与价值观方面

能积极参与数学活动，对数学有好奇心和求知欲；在数学学习活动中获得成功的体验，锻炼克服困难的意志，建立学好数学的信心；感受高等代数的严谨性及数学结论的确定性；形成实事求是的态度以及进行质疑和独立思考的习惯。

6．课程内容

6.1课程的内容概要
	教学章节
	内容概要

	第零章 预备知识
	

	§1代数学发展、学习高等代数的目的和意义
	1．代数学发展概要
2．学习高等代数的目的和意义

3．怎样学好高等代数

	§2 数学归纳法
	1．引例及说明
2．数学归纳法的本质
3．第二数学归纳法及其应用

	§3 整数的可除性
	1．整除
2．最大公约数与转辗相除法

3．算术基本定理

	第一章  多项式
	

	§1 一元多项式
	1．关于多项式的定义、运算
2．经典例题

	§2 整除的概念
	1．多项式的整除关系
2．综合除法

	§3 最大公因式
	1．最大公因式

2．转辗相除法

3．经典例题

	§4 因式分解定理
	1．关于不可约多项式

2．多项式的分类

3．因式分解唯一性定理
4．经典例题

	§5 重因式
	1．重因式的定义
2．经典例题

	§6多项式函数
	1．根与一次因式的关系
2．经典例题

	§7 复系数与实系数多项式的因式分解
	1．复、实系数多项式因式分解定理
2．经典例题

	§8 有理系数多项式
	1．有理根求法的改进

2．关于Eisenstein判别法

3．三次有理系数不可约多项式的判别

	第二章  行列式
	

	§1 问题引入和排列
	1．问题的引入

2．排列的逆序数计算方法

3．对换

4．应用例题

	§2 n阶行列式
	1．行列式的定义
2．行列式定义的一个注记

3．典型例题

	§3 行列式的性质
	1．思路说明
2．行列式性质的证明
3．典型例题

	§4 行列式按一行(列)展开
	1．本节的中心问题

2．按行或列展开的公式

3．Laplace定理

	§5 n阶行列式的计算方法
	1．化“三角形”法
2．析因子法

3．拆行(列)法对换

4．加边法应用例题

5．递推法问题的引入

6．数学归纳法

	§6 Cramer法则
	1．Cramer法则
2．经典例题

	第三章  线性方程组
	

	§1 消元法
	1．解线性方程组的核心问题
2．几个有关的基本概念
3．几个简单例子
4．消元法

5．经典例题

	§2 n维向量空间
	1．消元法的不足
2．n维向量的概念来源
3．n维向量空间的定义

	§3 线性相关性
	1．线性方程组与向量组的关系
2．向量组的等价关系
3．线性相关与线性无关
4．极大无关组

5．经典例题

	§4矩阵的秩
	1．回顾与小结
2．引入矩阵秩的说明
3．关于定理“矩阵的行秩与列秩相等”的分析

4．关于矩阵与行列式的联系
5．矩阵秩的判别定理

6．经典例题

	§5线性方程组有解判别定理
	1．线性方程组有解判别定理
2．问题总结
3．经典例题

	§6线性方程组解的结构
	1．解的结构问题是指解与解之间的关系

2．研究方法

3．线性齐次方程组解的结构
4．经典例题

	第四章  矩阵
	

	§1 矩阵及其运算
	1．矩阵的应用和加法
2．矩阵的乘法

3．数量矩阵

4．矩阵的转置和矩阵多项式
5．一些特殊矩阵

	§2 矩阵乘积的行列式与秩
	1．方阵及其行列式

2．方阵退化与可逆的一致性

3．矩阵乘积的秩
4．经典例题

	§3 矩阵的逆
	1．可逆矩阵的定义
2．怎样求逆矩阵
3．经典例题

	§4 矩阵的分块
	1．分块矩阵的概念

2．怎样分才是科学的
3．准对角形矩阵
4．经典例题

	§5 初等矩阵
	1．三种初等矩阵
2．初等矩阵的重要性
3．矩阵的等价关系与矩阵的分类
4．求逆矩阵的初等变换方法
5．经典例题

	§6分块矩阵的应用
	1．乘法与初等变换

2．分块矩阵的应用

	第五章 二次型
	

	§1二次型的矩阵表示
	1．本章的研究对象和基本研究方法

2．关于二次型矩阵表示法的唯一性

3．对二次型的两点认识

4．经典例题

	§2 标 准 形
	1．标准型

2．关于三元二次型的一般讨论

	§3 唯一性与二次型的分类
	1．两个矩阵合同的充分必要条件
2．复系数二次型的主要结论

3．实系数二次型的主要结论

4．复对称矩阵和实对称矩阵的合同类

5．经典例题

	§4 正定二次型
	1．正定二次型的概念

2．正定性的判别

3．正定矩阵及其判别

4．与正定性平行的概念
5．经典例题


6.2教学重点、难点、学时安排
	教学章节
	讲课学时
	自学学时
	教学重点、难点

	第零章  预备知识
	6学时
	2
	

	§1代数学发展、学习高等代数的目的和意义
	2
	
	

	§2 数学归纳法
	2
	
	重点：第二数学归纳法
难点：数学归纳法的证明

	§3 整数的可除性
	2
	2
	重点：算术基本定理
难点：算术基本定理的证明 

	本章小结、习题课
	
	
	

	第一章  多项式
	22学时
	6
	

	§1 一元多项式的定义及运算
	2
	2
	重点：理解一元多项式的概念与次数

难点：一元多项式乘法结合律的证明

	§2 整除的概念
	2
	
	重点： 求最大公因式方法的理论基础

难点：带余除法的证明—降低次数的思想

	§3 最大公因式
	2
	
	重点：最大公因式的存在性、互素及其相关性质

难点：转辗相除法的掌握与理解

	§4 因式分解定理
	2
	2
	重点：因式分解唯一性定理及不可约多项式的性质

难点：对因式分解唯一性定理的证明的理解

	§5 重因式
	2
	
	重点：多项式有重因式的充分必要条件
难点：对形式微商概念的理解及相关的运算法则

	§6 多项式函数
	2
	
	重点：多项式的根的概念、根与一次因式的关系
难点：根与一次因式的关系的应用

	§7复系数与实系数多项式的因式分解
	2
	
	重点：实系数多项式因式分解定理与实系数多项式因式分解定理的理解
难点：复系数多项式因式分解定理的证明

	§8 有理系数多项式
	4
	2
	重点：有理根的求法与Eisenstein判别法
难点：Gauss引理的证明方法

	本章小结、习题课
	4
	
	

	第二章  行列式
	19学时
	5
	

	§1 问题引入和排列
	3
	2
	重点：排列的奇偶性及其判别方法

难点：排列的奇偶性怀对换的关系的证明

	§2 n阶行列式
	2
	
	重点：n级行列式的定义与简单行列式的计算

难点：行列式中的非标准次序项的符号的确定

	§3 行列式的性质
	3
	
	重点：掌握消去变换和分行(列)相加性及其在计算行列式的值方面的应用 

难点：行列式各性质的证明

	§4 行列式按一行(列)展开
	2
	
	重点：理解余子式和代数余子式的概念,掌握行列式按一行(列)展开的公式
难点：行列式按一行(列)展开公式的证明

	§5 n阶行列式的计算方法
	3
	3
	教学重点及难点：求行列式的递推法

	§6 Cramer法则
	2
	
	重点：掌握Gramer法则并能理解其在理论上的重要性
难点：证明中两个步骤的必要性的理解

	本章小结、习题课
	4
	
	

	第三章  线性方程组
	20学时
	6
	

	§1 消元法
	2
	
	重点：掌握消元法的实质，掌握用消元法解线性方程组的基本结论 

难点：对消元法的理论推导

	§2 n维向量空间
	2
	
	重点及难点：理解n维向量与线性方程组的关系，掌握n维向量的加法与数乘运算

	§3 线性相关性
	4
	2
	重点：应深刻理解n维向量组的线性相关、线性无关和向量组的秩等概念；向量组是否线性相关与线性方程组之间的内在联系；线性相关的判别方法

难点：对线性无关概念的认识和理解

	§4矩阵的秩
	4
	2
	重点：理解线性方程组、向量组和增广矩阵的内在联系；理解矩阵的秩与其行向量组和列向量组的秩的关系；掌握矩阵秩的判别方法 

难点：矩阵的行秩等于列秩的证明以及矩阵秩的判别定理的证明

	§5线性方程组有解判别定理
	2
	
	重点：理解线性方程组有解判别定理及其数学思想，能灵活运用判别定理解线性方程组

难点：不灵活运用判别定理讨论一些带参数的线性方程组

	§6线性方程组解的结构
	4
	2
	重点：理解并掌握一般线性方程组与其导出方程组的解的关系；领会本节所反映的研究方法的同时，熟练掌握线性齐次方程组的基础解系

难点：对求一般齐次线性方程组的基础解系的标准方法的推导过程不能理解

	本章小结、习题课
	2
	
	

	第四章  矩阵
	15学时
	6
	

	§1 矩阵及其运算
	2
	2
	重点：掌握矩阵的乘法规则，特别注意矩阵乘法交换律不成立所造成的“困难” 

难点：不能很好理解“矩阵乘法交换律不成立所造成的一些现象和事实”

	§2 矩阵乘积的行列式与秩
	2
	2
	重点：掌握矩阵乘积的秩的不等式 

难点：对矩阵乘积的秩的不等式的证明的理解

	§3 矩阵的逆
	2
	
	重点：掌握逆矩阵的有关性质，掌握逆矩阵与伴随矩阵的关系

难点：对公式
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的理解

	§4 矩阵的分块
	2
	
	重点：分块矩阵运算的规则 

难点：在实际处理问题时，不能根据实际需要提出科学的分块方案

	§5 初等矩阵
	3
	
	重点：理解初等矩阵与矩阵初等变换之间的关系；掌握用初等变换求可逆矩阵的逆矩阵的方法

难点：用初等变换求可逆矩阵的逆矩阵这一方法的原理

	§6分块矩阵的应用
	2
	2
	重点：掌握分块矩阵的初等变换，理解并掌握分块矩阵在计算行列式和求逆矩阵等方面的应用

难点：本节中所涉及到的命题的证明的理解

	本章小结、习题课
	2
	
	

	第五章 二次型
	14学时
	6
	

	§1二次型的矩阵表示
	2
	
	重点：明确二次型概念，理解非退化线性替换的作用，深刻理解合同矩阵的概念

难点：深刻理解合同矩阵的概念

	§2 标 准 形
	3
	2
	重点：掌握将二次型化成标准形的三种方法—配方法、矩阵法和初等对称变换法
难点：任意二次型均可化成标准形的证明的理解；根据一二次型的特点取矩阵来将二次型化成标准形

	§3 唯一性与二次型的分类
	3
	2
	重点：理解二次型规范形与二次型分类之间的关系，掌握复数域和实数域上两个对称矩阵合同的充分必要条件

难点：实数域上二次型的规范形的唯一性的证明

	§4 正定二次型
	4
	2
	重点：理解正定二次型和正定矩阵的概念，掌握二次型正定的判别条件；特别是正定矩阵判别的充分必要条件

难点：本节中所涉及到的命题的证明的理解

	本章小结、习题课
	2
	
	


7.课程教学实施

7.1教学单元一

7.1.1教学日期：

7.1.2教学目标：了解代数学发展史，明确学习高等代数的目的和意义．
7.1.3教学内容：第一章 预备知识——§1代数学发展、学习高等代数的目的和意义。

教学重点：学习高等代数的方法．

教学难点：代数学发展史．
7.1.4教学过程：

一．代数学发展概要
纵贯大部分数学史，代数学一直是指对数、数制以及求解各种值方程、代数方程或由这些方程组成的方程组的一般规律的研究. 所有这些方程都包含在如下一般形式中：



.

其中：

是已知数，x是所求未知数，n是整数次幂。也可包含在含有多个未知数的更一般的形式之中. 从大约1800年起，代数学的内容已经扩展到超出数值和方程的范围，因而也包括了更多的一般理论. 

古代埃及巴比伦人（公元前约1700年）的一些计算方法可以看作是求解各种方程的尝试. 埃及人使用他们有局限的数值主要解决了线性（次数n=1）方程；巴比伦人由于有更为灵活的数制，已能求解二次（n=2）以及一些更高次数的方程. 后来，希腊人（公元前约500—前300年）发展了一种似乎应称之为“几何代数”的面积变换技巧. 在古典时期的后期，亚历山大的丢番图（Diophantus of Alexandria，活跃时期约250年）以其《算术》影响后世数学家，对代数学做出了极大贡献.

我国古代数学家也探究过许多代数课题，曾有许多领先于此的成果，特别是我国最早使用十进制位置制，在方程数值解等方面有杰出贡献，但对西方数学的影响很少. 印度的数值著作和代数学确实影响过西方，因为他们带给西方十进位制和位置计数系统.

阿拉伯人把印度的数制传播到西方，并广泛地发展了代数学. 阿尔·花拉子模（Ab

J

far Muhammard ibn 

 Al-

约800～850年）对这一传播是有功绩的。他的《代数学》（Al-jabr wal-mugabala）包括了基本的代数方法. “代数”一词就来源于他的“Al-jabr”，意思是“还原”，或者“完备”，指把方程一边去掉的项移到方程的另一边.

文艺复兴时期，代数学又在西方发达起来. 由于用了印度—阿拉伯数制（约1500年），数学家们建立了标准的代数和符号与方法. 在法国舒开（Nicolas Chuguest,?—约1500年）出版了他那部重要但无影响的《数学科学中的三部曲》（1884），这部著作包含了大量的代数学内容. 在意大利，帕乔利（Luca Pacioli，1445～1517）的卓有影响的《算术、几何、比与比例集成》（1494），使早期的代数著作相形失色. 当德国数学家发展技巧的时候，在英国雷科德（Robest Recozde，1510～1558）写出了他的代数学论文《砺智石》（1557）；意大利人费罗（Sciphione del Ferro，约1465～1526），塔塔利亚（Niccolo Tartaglia，约1500～1557）和费拉里（

 Ferrari，约1522～1565）在求解一般三次方程（n=3）及四次（n=4）方程时有了重大突破. 卡当（Cardan，1510～1576）在其《重要的艺术》（1545）一书中公布了这些成果. 后来在十六世纪，法国的韦达（Franeois 

 1540～1603）在《分析方法入门》（1591）中对代数理论和记法做出了贡献.

笛卡尔（Descartes，1596～1650）在《几何学》（1637）一书中表明，代数学有解决几何问题的能力，他还为代数学引进了新的符号体系。在笛卡尔时代的前后，用于初等代数的标准符号体系大部分都已建立起来.

承认方程可以有负根及复数根，用去了许多时间，到了十八世纪下半叶，数学家已经认识到，要断言任意n阶方程都有根存在，这是一个需要证明的代数基本定理. 然而这种证明确已超出了代数学自身的范围.

在十九世纪后，由于数学家的推动，代数学远超出了数域与方程，包容了更多的一般理论. 求解五次（n=5）和更高次方程以及其它一些问题的尝试，导致了群论，域论及伽罗瓦理论的诞生. 从1843年起，哈密尔顿（William Rowen Hamilton，1805～1865）提出了四元数理论. 接着，向量理论也发展起来. 行列式和矩阵成了该世纪中有重要意义的代数工具. 到十九世纪末，出现了各种各样的具有极大用途的代数结构.

在二十世纪初，数学家们都在用抽象和公理化的观点来看待代数结构. 1930～1931年范·德·瓦尔登（B.L. Van der Waerden）的《现代代数》出版了，这标志着以研究群、环、域、格和向量空间这样一些抽象结构为内容的、代数学的充分发展的重要时刻开始了. 通过这种一般抽象的途径，数学家们继续向着代数学迈进.

二．学习高等代数的目的和意义
一般说来，大学所设置的课程的目的，主要是提高学生的数学素质，培养的数学能力，增强学生的数学修养. 一句话，就是要通过对高等数学的学习，深刻颔悟数学的精神、思想和方法. 具体的讲，学习高等代数以使我们初步了解基本的、系统的代数知识和抽象的严格的代数方法，以加深对中学代数的理解，并为进一步深入学习数学知识打下基础.

三．怎样学习高等代数 
从初等数学转向高等数学的学习，首先遇到的问题将是学习方法的转变. 这主要是初等数学的内容大多比较经验、直观、通俗和形而上学，而高等数学理论性强，叙述严谨、论证严密，内容也较初等数学抽象、深刻而又难于理解，特别是向等代数. 在此，我们就如何学好高等代数谈谈我们的看法.

    第一，同学们要克服松劲、麻痹的思想. 有的同学觉得考大学辛苦了，现在可以松气了，可以耍一耍了. 这恰好是学习好数学的最可怕的敌人，因为数学的一大特点就是数学是一门演绎科学，学数学的过程就象上台阶一样，需要我们一个台阶一个台阶的上极少有人一下能跨过两级台阶，这就是说前面的内容是后面内容的基础，前面学不好，后面就很难学好了，因此，学习是一定要认真听讲、不要随意缺习，而且应反复研读教材，课前认真做好预习，课后再认真复习.

第二，学会从定义出发，去思考问题，证明问题. 无论是教材中定理的证明，还是习题

的证明，往往都是从定义出发去思考、去分析，然后给予解答的这一特点是不同于中学的，事实上，中学教材很少有严格的定义. 从定义出发首先要求我们要深入钻研书上的定义，弄清概念的内涵和外延，并深刻理解，最好能用自己的语言理解，把文字变成数学语言，这也是个能力问题。其次要求我们把握好各概念之间的区别和联系. 正确使用各概念.

第三，要搞数学，大多数数学家认为，学习数学的最好方法就是搞数学，要搞数学首先就是要对数学有兴趣，爱因斯坦说过，兴趣是我们进步的前提. 其次，要多读书，除了认真学好我们规定的课程外，还应该多读数学书籍. 另外，要搞数学最重要的一点是要勤动脑，多动手. 看任何一本数学书，我们认为都要动脑筋，要有动手的过程. 听课时积极开动脑筋也是非常重要的，在此我们要强调的是做作业—这是一种最初级，也是最必不可少的搞数学，希望同学们每次作业都认真，独立的完成，可以讨论，但不能照抄，抄作业是不会有好结果的.

第四，多讨论甚至争论。科学的问题，通过讨论和争论不会有任何害处，只会有益的.当你不理解某个概念、某段话、某段证明，听听别有的意见更是有益无害.

第五，由于高等代数比较抽象，要善于总结积累，学了一段后，要能从具体到抽象，再从抽象到具体，用自己的语言进行小结，只有经常不断的总结才能很快提高.

7.1.5教学方法：

讲授法
7.1.6作业安排及课后反思

课后反思：

1．代数方法在现实中的应用。

2．怎样学好高等代数。

7.1.7课前准备情况及其他相关特殊要求

1．新学期的打算，怎样学好〈〈高等代数与解析几何〉〉？

2．复习以前的几何知识
7.1.8参考资料

黎克麟 宋乾坤 郭发明编著《高等代数教学分析与研究》，P1-3

7.2教学单元二

7.2.1教学日期：

7.2.2教学目标：掌握数学归纳法
7.2.3教学内容：第一章 预备知识——§2 数学归纳法。

教学重点：第二数学归纳法．
教学难点：数学归纳法的证明．
7.2.4教学过程：

一．引例
数学归纳法是数学论证中最重要而又基本的证明方法，要特别注意理解数学归纳法的本质，从而正确地使用数学归纳法去解决问题.

请思考用什么方法解答下面的四个问题。

1. 证明：

.

2. 证明：任意自然数n（≥2）都可以表示成都可以表示成若干个素数的乘积，（注：所谓素数就是只能被1和它自身整除的自然数，如：2，3，5，7，11，13，…）

3. 若n≥2且

，则



.

4. （一个更复杂的例子）寻求一个法则，以计算用互不相交的对角线将一凸n边形分成各个三角形的分法的数目p(n).

二．说明
很容易发现例1和例3用数学归纳法，极其简单。但对例2与例4，就很难做出判断了，显然用中学所学过的数学归纳法（即第一数学归纳法）不能证明，这是值得注意的.

三．数学归纳法的本质
1. 数学归纳法的一般形式：

设有一个与自然数n有关的命题p(n)，如果

1 当n=1时，命题p(n)成立；

2 假设n=k时命题p(n)成立，则n=k+1时命题p(n)也成立；

那么，这个命题对一切自然数都成立.

2. 无穷多个三段论：
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在这无穷多个三段论中，每一个三段论的大前提都具有一般形式：假设命题p(n)在n=k时成立，则命题在n=k+1时也成立—条件②.

而每个三段论的小前提是上一个三段论的结论，因此在大前提普遍正确的情况下，只要第一个三段论的小前提正确，则命题应是普遍正确的.

因此数学归纳法的一般形式包含了无穷多个三段论，而把这无穷多个三段论概括成数学归纳法正是体现了人类精神的伟大，事实上，数学证明的本质便是数学归纳法所揭示的本质.

3. 用集合语言来叙述数学归纳法

数学归纳法原理：设p(n)是一个与自然数n有关的命题，令

，如果：

① 

；

② 假设

.

那么S=N.

请思考：S是否真的等于N？

4. 最小数原理与数学归纳法

最小数原理：自然数集合N的任意非空子集T必含有一个最小数. 即：

若

.

数学归纳法原理的一个证明：假设

，令

，即表示使命题p(n)不成立的自然数的集合. 则

，由最小数原理知T中有最小数

。因命题p(n)对于n=1成立（因数学归纳法原理中条件①成立），所以

，从而

，又

是

的最小数，故

，因此p(n)在

时成立，由条件②知，p(n)在

是成立，这说明

，这与

的定义矛盾. 证毕.

注：我们用最小数原理证明了数学归纳法原理，只说明了：承认最小数原理，则数学归纳法原理可以看成是一个定理. 事实上，若承认数学归纳法原理也可证明最小数原理，

这两个原理事实上是等价的，关于它们的等价性在此不再讨论了.

四．数学归纳法的加强形式—第二数学归纳法

设有一个与自然数n有关的命题p(n)，如果

1 当 n=1时，命题p(n)成立；

② 假设k<n时命题p(k)成立，则p(n)也成立；

那么，命题p(n)对一切自然数n都成立.

五．应用—关于引例4的解法
解：①如图所示，对于一个四边形来说，这个数显然等于2，即p(4)=2；

                

                               



        

                

              


                                                              


                   

                                


并规定：p(3)=1。

②假设对于k<n，数p(k)已经求出，现在求p(n). 为此,考察凸n边形

,如图：

                               



                                               


                       

                       



                            

         


在任何一种分法中，边

总是某个三角形的一条边，这三角形的顶点可以是点

，

，…，

中任何一点. 以

为顶点的那些分法数目就等于将(n-1)边形

分成各个三角形的分法数目，即p(n-1)；以

为顶点的那些分法的数目等于将(n-2)边形

分成各个三角形的数目，即p(n-2)=p(n-2)p(3)，以

为顶点的那些分法数目是p(n-3)p(4)，以此类推，可以得到以下关系：

         p(n)=p(n-1)＋p(n-2)p(3)＋p(n-3)p(4)＋…＋p(3)p(n-2)＋p(n-1)

连续使用这个公式，我们得到：

         p(5)=p(4)＋p(3)p(3)＋p(4)=2＋1×1＋2=5

         p(6)=p(5)＋p(4)p(3)＋p(3)p(4)＋p(5)=14

         p(7)=p(6)＋p(5)p(3)＋p(4)p(4)＋p(3)p(5)＋p(6)=42

         p(8)=p(7)＋p(6)p(3)＋p(5)p(4)＋p(4)p(5)＋p(3)p(6)＋p(7)=132

         ………………………

一般地，利用一般公式可以证明：


六．归纳法怪论

下面用数学归纳法证明一个有趣的断言：“任何n个女孩都有相同颜色的眼睛.”对于n=1，这句话（无意义）显然是正确的，剩下的是从n推到n+1. 为了具体起见，我们从3推到4，仿此可以说明一般情形.

设有4个女孩，她们分别是A、B、C、D，假设n=3时命题成立，则A、B、C的眼睛有相同颜色；B、C、D的眼睛也有相同颜色. 因此，A、B、C、D的眼睛必定具有相同颜色.

                           


这就证明了n+1=4时的论点，又比如从4推到5的情形，显然也没有什么困难.请解释这个怪论.

7.2.5教学方法：

讲授法
7.2.6作业安排及课后反思

作业：
1. 证明：

.

2. 证明：二项式定理 

 其中：

.

3. 用最小数原理证明第二数学归纳法.

证明：含有n个元素的集合的一切子集的个数等于


课后反思：

第二数学归纳法的应用．请举例说明。

7.2.7课前准备情况及其他相关特殊要求

1．复习第一数学归纳法
2．了解最小数原理。

7.2.8参考资料

黎克麟 宋乾坤 郭发明编著《高等代数教学分析与研究》，P3-6
7.3教学单元三
7.3.1教学日期：

7.3.2教学目标：掌握整数的整除理论。

7.3.3教学内容：第一章 预备知识——§3整数的可除性。

教学重点：算术基本定理．
教学难点：算术基本定理的证明 

7.3.4教学过程：

整数可除性与一元多项式的可除性是类似的，由于整数的可除性的内容比较初等、直观、易于理解，因此我们在此作一个简要的介绍，目的是使学生易于接受多项式的理论，为以后的学习打下一个基础.
一．整除
我们知道，两个整数的和、差、积仍是一个整数，而两个整数相除则不然，这一点可以说明整除的一个特点.“抓住事物的特点”是我们观察事物的根本方法之一，整除理论就产生于整数的上述特点.

定义1. 设

，如果存在

，使得：



         （※）

则称b整除a，记为

，并称

为

的因数（约数），

为

的倍数. 当

不整除

时，记为

.

注：整除只是整数间的一种关系，而非一种运算. 它只要求（※）中的

的存在而不要求唯一，因此

可以为0，我们可以说“0整除0”，“0不整除1”等等.

定义2. 设

，

是

的因数，如果

，则称

是

的真因数，一个不为0及

的整数

，如果没有真因数，则称

为素数.

注：定义2中定义的素数比通常意义的素数（仅为正的）要广泛一些，单今后我们所说的素数仍指正的素数，由整数中各种数的特殊性，整数可以分为如下四类：

① 0；   ② 

；   ③ 素数；   ④ 合数

由定义1立即可得整除的基本性质：
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以上六个性质的证明，只能用定义1来证，在此留作练习. 下面我们给出在整个理论中都十分重要的余数定理.

定理1.（带余除法）若

，则存在两个唯一的整数

与

使得



.

证明：作整数序列：
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必落在上述序列的两项之间，即存在

使得

，令

，则有：



.

下面证明唯一性：设有

使得



.

则



.

即



.

从而有



.

又

，由

知：

，即

.

定义3. 定理1中的

与

分别叫做用

除以

所得的商和余数.

注：带余除法中

的条件并不必要，若

，则考虑

，于是由

与

，使得：



.

但

的条件却是不要的。

推论1. 当

时，

当且仅当

=0.

二．最大公约数与转辗相除法
首先我们讨论最大公约数的概念.

定义4. 设

，整数

叫做

与

的一个最大公约数，如果

满足条件：

    


说明：若

是

与

的最大公约数，则

也是

与

的最大公约数，其中非负的一个确实是

与

的最大公约数，记为

。显然，当

时，

=0，而当

时，

.

仿照定义3，可以定义多个整数的最大公约数.

引理1. 设

.

证明：注意到 

，于是有：



.

反之，由

，从而有



.

故

.

有了这个引理之后，我们就可以讨论最大公约数的求法了，这一方法就是所谓的转辗相除法，即下面这个定理.

定理2. 对

都存在.

证明：当

时，显然有

=0. 当

，

不全为零时，不妨设

，不失一般性，设

，由带余除法，可得：

          


因为每进行一次带余除法余数至少减少1，即

，而

是有限整数，所以经上述有限次带余除法的运算必达到一个为0的余数，设为

，由引理1知，

.

定理2不但证明了最大公约数的存在性，而且也给出了求最大公约数的一个求法—转辗相除法或欧几里德算法。下面我们用例子给予说明.

例1. 求 (3961, 952).

解：列式如下：

                      

=6   

=952   

=3961   

=4

                                 918      3808        
                      

=2   

=34    

=153   

=4  

                                 34       136         

                                  0    

= 17         

故 (3961, 952)= 17。注意到：



= 4×

＋153



= 6×153＋34

153 = 4×34＋17

我们有：

            17 = 153－ 4×34 = 153－4×(

－6×153) = 25×153－4×


              = 25×(

－4×

)－4×

 = 25

＋(－104)

.

注：本例的最后所给出的迭代过程具有一般性，它告诉我们最大公约数的一个极为重要的性质，即

定理3. 对

都存在整数

和

使得 

.

定义5. 若两个整数

和

的最大公约数为1，则称整数

和

互素.

对于互素我们有如下一些性质：

定理4. 设

则

和

互素的充分必要条件是存在

.

证明：必要性. 因

和

互素，即

= 1，根据定理3知，

.

充分性. 因

，由

有：

，从而有：

，故

= 1，即

和

互素.

由定理4，不难证明下面两个结论.

定理5. 设

是一个素数，则对

，有

.

定理6. 设

，则

.

三．算术基本定理

在给出算术基本定理之前，我们首先给出一个引理.

引理2. 若

并且

，则

.

证明：因

，由定理4知

，将此式两边同乘以

得：



.

由

与

便得

.

推论2. 设

是一个素数，若

，则

或

.

推论3. 若

，

并且

，则

.

算术基本定理：任意大于1的整数都能唯一地表示成素数的乘积。即对任意整数

> 1，若有：



,



.

那么 

.

证明：由于存在性已在§0.2的引例2讨论过了，在此仅证明分解是唯一的. 为此我们对n用数学归纳法：

当n=1时，有

，由素数的定义知：

，命题成立.

假设命题对n－1成立，由



.

               得



.

根据推论2,有：

使得

，由于

都是素数，因此有

.

又

，从而

，于是得

，由归纳假设便有：

，即

.

推论4. 任意整数

> 1，可唯一地写成：




上式叫做

的标准分解式.

注：算术基本定理从乘法的角度指明：整数可以用不可约的成分（素数）构造出来，而且这种成分是唯一确定的. 事实上，对于一个乘法封闭的集合都存在着一些不可分成分，但不是每一个这样的集合都有唯一分解定理的，下面我们给出两个集合，在其上唯一分解是不成立的.

反例1. 考虑所有偶数所组成的S，对S而言，一个奇数乘以2所得到的偶数都是S的不可分成分，如：2，6，10，14，…等. 但60= 6×10= 2×30，这样60便有两种不同的分法，设说明在S中没有唯一分解定理.

反例2. 再考虑集合

，我们有：



.

可以证明：2，3，

，

在

中都不可能再分解，这样在

中6就存在两种不同的分解式。这也说明在

中不存在唯一分解定理.

课堂练习：
1. 设

，证明

.

2. 求 (76501，9719).

7.3.5教学方法：

讲授法，讲练结合

7.3.6作业安排及课后反思

作业：
1. 证明素数无限多.

2. 设

，

为二正数，集合

，令

为T中的最小正整数，试证：

=

.

3. 证明：(a , b)[a , b]= ab，其中：a>0，b>0.（注：设 a , b∈Z，满足下列条件的整数m叫做a , b的最小公倍数：

    i） a|m，b|m；

    ii）若有整数l满足：a|l，b|l，则m|l.

并且用[a , b]记a与b的非负的最小公倍数.）

课后反思：

    算术基本定理的本质 

7.3.7课前准备情况及其他相关特殊要求

1．复习整数的整除性质
2．复习素数的定义及性质
7.3.8参考资料

黎克麟 宋乾坤 郭发明编著《高等代数教学分析与研究》，P6-10
7.4 教学单元四
7.4.1教学日期：

7.4.2教学目标：理解一元多项式的概念与次数.
7.4.3教学内容：第一章 一元多项式——§1 一元多项式的定义及运算。

教学重点：理解一元多项式的概念与次数
教学难点：一元多项式乘法结合律的证明，主要障碍是和号“

”.
7.4.4教学过程：

一．关于多项式的定义

1. 在一元多项式的定义中文字（或符号）x不一定就是代表“数”，以后我们将发现x也可以是一个矩阵A，或一个线性变换A等. 因此不能把x当作“未知数”.

2. 在一元多项式的定义中，“n为非负整数”，说明表达式

等都不是多项式.
二．经典例题
例1. 设
[image: image7.wmf])
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为实数域上的多项式，证明：若有
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，则
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又若

为复系数多项式，上面的结论是否成立？若成立，请证明；若不成立，请举例说明.

分析：先看

为实数域上的多项式的情形. 要证明



.

而条件是：

. 仔细观察等式左右两端，不难发现，左端是偶数次的，而右端是奇数次的，可见“次数与系数为实数”是问题的关键.

证明：假设

中有一个多项式不为零，则必有

且

中至少有一个不为零. 设




其中：

中至少有一个不为零。由

，并比较首项得：左端的首项为

，而右端只有三种可能：

，由于

均为实数，故等式右端总是一个奇数次多项式，而左端为一个偶数次多项式，这与题设矛盾. 故

.

当

为复系数多项式时，命题不成立. 例如，设



.

则显然有



.

7.4.5教学方法：

讲练结合

7.4.6作业安排及课后反思

作业：

课后反思：

1．总结一元多项式的运算。

2．怎样证明一元多项式乘法满足结合律？

7.4.7课前准备情况及其他相关特殊要求

1．怎样将整数理论复制到多项式
2．复习、回忆多项式相加时 合并同类项
7.4.8参考资料

黎克麟 宋乾坤 郭发明编著《高等代数教学分析与研究》，P14-15
7.5 教学单元五
7.5.1教学日期：

7.5.2教学目标：掌握带余除法 （求最大公因式方法的理论基础）.
7.5.3教学内容：第一章 一元多项式——§2整除的概念
教学重点：带余除法—它是一元多项式环中普遍成立的关系式，也是求最大公因式方法的理论基础，特别应注意对余式

的限制.
教学难点：带余除法的证明—降低次数的思想.
7.5.4教学过程：

一．多项式的整除关系
1． 整除是多项式之间的一种关系，不能看作“除法运算”，因此，可以说零多项式整除零多项式，即
[image: image10.wmf]0
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|

有意义.

2．两个多项式之间的整除关系不因为系数域的扩大而改变，即

命题：设数域

，

，则：

在

.

证明：因

，所以

，故必要性是显然的. 下证充分性.

若

.

若

，如果在

中

，由带余除法知：
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且

使

.

但这个等式也是

中的等式，由

的唯一性知，在

中

，这与题设矛盾，从而充分性得证.

二、综合除法

原理：设

，求

除

的商式

及余式

.

〖采用待定系数法〗设

=



 EMBED Equation.2  
＋

，即

=（

）

＋

，令



.

于是有
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比较两端的系数得




下面我们利用表格方法来确定

，从而很方便的求出

.




下面我们用两个简单例子来说明综合除法的应用.

例1. 判断

是否整除

.

解：由综合除法

                      －3     1   0   0   22   0   40

                                 -3   9  -27   15  -45

                              1  -3   9   -5   15   -5

有

=－5≠0，故

.

例2. 设

，将

展成

的方幂的和.

解：由综合除法

                       


故

.

7.5.5教学方法：

讲授法

7.5.6作业安排及课后反思

作业：P44: 1(2),2,4(1,2)

课后反思：整数的整除理论怎样复制到多项式整除理论的
7.5.7课前准备情况及其他相关特殊要求

1．整数的整除性质
2．预习综合除法
7.5.8参考资料

黎克麟 宋乾坤 郭发明编著《高等代数教学分析与研究》，P15-16
7.6 教学单元六
7.6.1教学日期：

7.6.2教学目标：掌握最大公因式的存在性及其相关性质.
7.6.3教学内容：第一章 一元多项式——§3 最大公因式
教学重点：最大公因式的存在性、互素及其相关性质.
教学难点：转辗相除法的掌握与理解.
7.6.4教学过程：

一．最大公因式

1． 两个零多项式的最大公因式就是零多项式.

2． 对任意多项式

，

都是它自身与零多项式的一个最大公因式.

3． 若

都是

与

的最大公因式,则：

且

,即存在一常数



 EMBED Equation.2  
，使得：

. 这说明

与

的最大公因式不是唯一的，这样在以后的讨论中很不方便，为此我们规定：当

与

不全为零时，以（

,

）表示首项系数为1的那个最大公因式，它是唯一的.

    4．多项式互素是最大公因式为非零常数的情形，而不是最大公因式不存在.

二．辗转相除法
关于转辗相除法，其理论根据仍是带余除法，事实上，带余除法是解决任意多项式的最大公因式的存在性的“着眼点”，用引理叙述为：

    引理：设

，且满足



.

则

.

三．经典例题

例1. 设
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    解：由转辗相除法
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    例2. 设
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证明

.

    分析：注意到题设条件中所给的两个多项式既具体又不具体，简单地考虑用两个多项式互素的充分必要条件来证明，却很难找出两个具体的多项式

满足：



.

而根据

，可以发现：

，这便是解决问题的关键.

    证明：因

的最大公因式

存在，并由最大公因式的定义知：



.

从而有



.

设

，由

，而此式要成立，只有

，故

.

    例3. 设
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(

:

,

))

(

(

,

))

(

(

))

(

),

(

(

],

[

)

(

),

(

x

u

x

g

x

f

x

g

x

f

x

x

g

x

f

$

0

>

0

>

1

=

Î

证明

且

¶

¶

P

 

使得



.

其中：

.

    分析：本题中的

的存在性证明的关键在于对

的次数的限制，在所有涉及次数的不等式中应考虑带余除法作为基本的“着眼点”；另一方面，还应注意到结论中

之间的关系.

    证明：因

，故

使得



.         （
[image: image20.wmf]*

）

    1°若

，注意到：

为一零次多项式，故有

. 从而当

时，有：

. 此时，取

即可.

    2°若

，由带余除法知：

，使得



.

将

代入（
[image: image21.wmf]*

）式，得



.

即



.

而此时有：

，由1°知：

.今取

，

即可.

    例4. 设
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中次数最低者，证明：
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的一个最大公因式.

    分析：注意到

是次数最低者，因此涉及到多项式次数的比较，故着眼点仍应选择为带余除法. 另外，要证明
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    证明：设
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.否则，
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中次数最低者矛盾.

    同理可证：
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   又若有：
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    例5. 求多项式
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    分析：由要证明的结论知：应存在
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而注意到（2）－（1）得：



.
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    解：由转辗相除法知：
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 EMBED Equation.2  


 EMBED Equation.2  
即为所求.

7.6.5教学方法：

讲授法
7.6.6作业安排及课后反思

作业：P44: 5(1),6(2),7
课后反思：

1．怎样计算多项式的最大公因式
7.6.7课前准备情况及其他相关特殊要求

1．整数的最大公因数

7.6.8参考资料

黎克麟 宋乾坤 郭发明编著《高等代数教学分析与研究》，P17-18
7.7 教学单元七
7.7.1教学日期：

7.7.2教学目标：掌握因式分解唯一性定理及不可约多项式的性质.

7.7.3教学内容：第一章 一元多项式——§4 因式分解定理
教学重点：因式分解唯一性定理及不可约多项式的性质.
教学难点：对因式分解唯一性定理的证明的理解.
7.7.4教学过程：
一．不可约多项式

1．多项式的“不可约性”就象化学中的“元素”概念一样. 它反映了一种科学的思想方法.

2．一次多项式总是不可约多项式.

3．一个多项式是否可约依赖于系数域. 如：
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二．多项式的分类
 数域P上的一元多项式环P[x]中的多项式可分为四类：①0—零多项式；②单位—零次多项式；③不可约多项式；④可约多项式.

三．因式分解唯一性定理
    因式分解唯一性定理是一元多项式理论的中心结论，它与算术基本定理一样，在理论上有其基本重要性，因此建立它们的方法也完全类似. 类比是一种很重要的科学研究方法，这是需要认真体会的. 另一方面，因式分解唯一性定理只是一个理论结果，只是说明了每一个多项式都可以唯一地分解为不可约多项式的乘积，而没有告诉我们怎样具体地分解一个多项
四．经典例题

例1. 关于最大公因式与最小公倍式的求法.

定义：设
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方法：设
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注意：上面二表达式的设法是通过扩大“幂”（可以取零）来实现
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且最大公因式与最小公倍式的关系为：
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    例2. 证明次数>0的首1的多项式
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    分析：设
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    证明：必要性. 设
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由1°与2°知：必要性成立.

充分性. 设
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7.7.5教学方法：

讲授法
7.7.6作业安排及课后反思

作业：

课后反思：

1．整数中的素数与多项式中的不可约多项式的平行关系
2．算术基本定理与多项式的因式分解定理的关系
7.7.7课前准备情况及其他相关特殊要求

1．整数的最大公因数

7.6.8参考资料

黎克麟 宋乾坤 郭发明编著《高等代数教学分析与研究》，P20-22
7.8 教学单元八
7.8.1教学日期：

7.8.2教学目标：掌握多项式有重因式的充分必要条件.

7.8.3教学内容：第一章 一元多项式——§5 重因式
教学重点：多项式有重因式的充分必要条件.
教学难点：对形式微商概念的理解及相关的运算法则.

7.8.4教学过程：

一．重因式的定义
重因式理论时对多项式因式分解定理的标准分解式的继续探讨. 它主要“借用”了数学分析中

“导数”的概念，由于多项式
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二．经典例题

例1. 求
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    例2. 在
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注：例2只是说明一种方法，并不是最简单的方法.

    例3. 设
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7.8.5教学方法：

讲授法
7.8.6作业安排及课后反思

作业：P45: 16(1), 17, 18

课后反思：

1．重根与重因式关系。
2．重因式与因式分解的关系。
7.8.7课前准备情况及其他相关特殊要求

1．整数分解中素因子的重数

2．因式分解唯一性定理
7.8.8参考资料

黎克麟 宋乾坤 郭发明编著《高等代数教学分析与研究》，P22-23
7.9 教学单元九
7.9.1教学日期：

7.9.2教学目标：掌握多项式的根的概念、根与一次因式的关系.
7.9.3教学内容：第一章 一元多项式——§6 多项式函数
教学重点：多项式的根的概念、根与一次因式的关系.
教学难点：根与一次因式的关系的应用.

7.9.4教学过程：

一．根与一次因式的关系

本节是从函数的观点来看待多项式，这样文字x的含义便是一个数，因此可以讨论多项式的根这样一些概念.

例1. 设有两组数3，1，0及2，-1，2，求多项式
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解得：
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    一般地，给定数域P中n＋1个不同的数
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的次数小于或等于n，且适合
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    例2. 证明：
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分析：此题涉及根的重数，因此由根与一次因式（不可约）的关系，应选择判断重因式的方法作为解决本题的“着眼点”.
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7.9.5教学方法：

讲授法
7.9.6作业安排及课后反思

作业：

课后反思：

1．有理根与可约性的关系。
2．为什么三点可确定抛物线？
7.9.7课前准备情况及其他相关特殊要求

1．因式分解唯一性定理
7.9.8参考资料

黎克麟 宋乾坤 郭发明编著《高等代数教学分析与研究》，P23-25
7.10 教学单元十
7.10.1教学日期：

7.10.2教学目标：掌握实系数多项式因式分解定理与实系数多项式因式分解定理的理解.
7.10.3教学内容：第一章 一元多项式——§7复系数与实系数多项式的因式分解
教学重点：实系数多项式因式分解定理与实系数多项式因式分解定理的理解.
教学难点：复系数多项式因式分解定理的证明. 

7.10.4教学过程：

一．复系数与实系数多项式的因式分解

注1. 代数基本定理是我们中学时期就知道的结论，但它的最简单的证明也要用到复变函数论的知识，因此可以把它看成一个“公理”来接受.

注2. 实系数与复系数多项式因式分解事实上只是多项式因式分解唯一性定理的应用而已,因此在此主要指出：复数域上的不可约因式仅有一次多项式，而实数域上的不可约多项式能且仅可能是一次或二次的.

二．经典例题

例1. 设
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在复数域上，有
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    例2. 求有单根
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解：满足条件的首1的复系数多项式为：
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满足条件的次数最低且首1的实系数多项式为：
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    例3. 设
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2°要证明
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7.10.5教学方法：

讲授法
7.10.6作业安排及课后反思

作业：P46: 25, 26
课后反思：

1．有理根与可约性的关系。
2．怎样分解整系数多项式？
7.10.7课前准备情况及其他相关特殊要求

1．不可约多项式

2．因式分解唯一性定理
7.10.8参考资料

黎克麟 宋乾坤 郭发明编著《高等代数教学分析与研究》，P25-26
7.11 教学单元十一
7.10.1教学日期：

7.10.2教学目标：掌握有理根的求法与Eisenstein判别法.
7.10.3教学内容：第一章 一元多项式——§8有理系数多项式
教学重点：有理根的求法与Eisenstein判别法.
教学难点：Gauss引理的证明方法.
7.10.4教学过程：

一．有理根求法的改进
在定理12中，若
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[image: image247.wmf]f

f

(

)

(

)

1

1

与

-

并不困难，若有理数
[image: image248.wmf]a

(

)

¹

±

1

是
[image: image249.wmf]f

x

(

)

的根，令
[image: image250.wmf]a

=

=

r

s

r

s

,

(

,

)

1

，如定理12的证明一样，有


[image: image251.wmf]).

(

)

(

       

))]

(

(

)[

(

       

)

(

)

(

)

(

x

g

x

x

g

s

s

r

x

x

g

r

sx

x

f

1

-

=

-

=

-

=

a


其中
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注意：上面的讨论是建立在
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，然后根据剩下的多项式的次数再决定是否要继续搜寻有理根，其具体做法见后面的例题1.

二．关于Eisenstein判别法
Eisenstein判别法不是万能的，事实上它只能对少数多项式有效，而且常常需要通过适当的线性变换将需判断的多项式变成一个可用艾氏判别法进行判断的多项式来判定. 其道理如下：
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三．三次有理系数不可约多项式的判别

三次有理系数多项式是否可约有一般方法—三次有理系数多项式不可约当且仅当它没有有理根.

例. 求多项式
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分析：这是一个高次方程，要想求出它的全部根，一个比较好的方法是首先求出它的全部有理根. 将此多项式的次数降下来，再求出它的实根和复根.
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7.11.5教学方法：

讲授法
7.11.6作业安排及课后反思

作业：P46: 27(1,2), 28(2,4)

课后反思：

1．有理根与可约性的关系。
2．怎样分解整系数多项式？
7.11.7课前准备情况及其他相关特殊要求

1．不可约多项式

2．因式分解唯一性定理
7.11.8参考资料

黎克麟 宋乾坤 郭发明编著《高等代数教学分析与研究》，P26-28

7.12 教学单元十二
7.12.1教学日期：

7.12.2教学目标：掌握排列的奇偶性及其判别方法.
7.12.3教学内容：第二章 行列式——§1 排列
教学重点：排列的奇偶性及其判别方法.
教学难点：排列的奇偶性怀对换的关系的证明.

7.12.4教学过程：

一．问题的引入
正如我们在绪论中所指出：方程论的研究是代数学的一个中心问题,前面一章我们较为系统的研究了一元多项式的理论. 从而对一般方程




的求解有了初步的认识. 然而许多由实际问题及理论问题导出的一类方程常常含有很多个未知数和很多个方程(即所谓方程组). 由于一般的方程组是比较复杂的，而且往往不可能建立一个一般的理论，为了不至于使我们的讨论太复杂,我们来着重研究方程组的每个未知数的次数都是一次的这类方程组—线性方程组.

1. 线性方程组的一般形式及要解决的理论问题

线性方程组的一般形式是



             （1）

其中：

表示未知量，

表示未知量的系数，



代表常数项.

讨论线性方程组主要要解决以下的理论问题：

1) 线性方程组(1)何时有解?

2) 线性方程组(1)有解时，有多少解?

3) 线性方程组(1)有解时，怎么求出(1)的所有解?

关于线性方程组(1)的这三个问题构成了本书第二、三章的中心课题. 那么怎样着手去解决这个中心问题呢？或者说，我们解决问题的着眼点是什么呢？

2. 一种重要的思考方法、研究方法和证明方法

在讨论或解决一个一般问题时，若其讨论、证明能用一个完全一样的方法完成时，当然就用一个方法. 但若问题包含了多种情形，并且不同的情形必须采用不同考察,研究方法时，往往要用下述那个很平凡的原则，并且屡屡有效.

原则：首先解决最简单的情形，然后用把复杂情形，一般情形归结为这个最简单情形的方针来解决复杂情形，一般情形.

注：当有很多情形发生时，开始只解决二、三种简单的特殊情形，然后把它们综合起来，从而解决一般情形，全部情形.

3. 对线性方程组(1)的分析

线性方程组(1)含有n个未知数，s个方程,从未知量的个数n与方程个数的关系来看，包含线性方程组(1)下面三种情形：

    1) s<n，即方程个数ｓ小于未知量个数n的个数；

    2) s=n，即方程个数与未知量个数一致，这种情形读者应有一定程度的了解，因为在中学阶段已处理过具体的二元一次、三元一次，甚至四元一次方程组等.

    3) s>n，即方程个数s大于未知量个数n.

综上，对于读者的认识水平来说，线性方程组(1)的简单情形应是s=n.这种情形的一般形式为
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)

对于线性方程组(*)来说，我们希望知道的仍然是(*)何时有解？有多少解？怎样求出(*)的所有解？即是说，能否建立一种有效的方法,既可以判别(*)是否有解，又可知其解的个数，并且能计算出它的解. 不过，这个问题仍具有一般性.其最简单情形便是n=2.

4. 寻求两个未知数两个方程的线性方程组的公式解

对于线性方程组



       (I)

注意：解方程的基本思想是:把高次方化为一次或二次方程,把多元方程化为一元方程.

对于方程组(I)，我们用

乘第一个方程，用(－

)乘第二个方程，然后相加，便消去未知量

，得



.

同样的方法，可得



.

若

 (方程组(I)有唯一解的条件)，则



.

观察上面公式的分母
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，它只由知量的系数构成，与(I)的系数“表”(矩阵）比较
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我们约定运算规则如下：


[image: image304.wmf]21

12

22

11

22

21

12

11

-

=

a

a

a

a

a

a

a

a

.

于是有
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.

结论：关于线性方程组(I)，当

时，方程组(I)有解且解是唯一的，并且通过约定运算规则，得到一个非常对称，非常优美的公式.

5. 三个未知量三个方程的方程组的解的公式

当n=3时，我们有如下方程组



      (II)

读者不妨仿照(I)的过程寻求(II)的解.我们通过一个完全类似的过程，可求出方程(II)的解，我们将发现：

若规定





 EMBED Equation.2  
.

则当

时，方程组(II)有唯一解且有如下的公式：




其中：






.

6. 一般化问题与着眼点

通过对n=2,3时，行列式运算规则的寻求以及当系数行列式不为零时，线性方程组(I)与(II)的公式所表现出的数学美,让我们强烈地感到;这种方法可以推广到一般情形！但是这种方法需要知道的是行列式的运算规律，如：

    

；

    



 EMBED Equation.2  
；

    


更一般的情形又如何呢？即




为了回答这些问题，我们只能从n=2，3的情形中去寻找启示.

观察二阶和三阶行列式的运算规则,有如二发现：

    1) 二、三阶行列式的“展式”中每一项都是取自不同行不同列的数的乘积，且二阶行列式有2!=2项，三阶行列式有3!=6项。可以猜想n阶行列式的“展式”的每一项应是取自不同行不同列的数的乘积且应有n!项；

2) 二、三阶行列式的”展式”是一种代数和，取‘＋’号的项与取‘－’的项数恰好相等. 并且对于二阶行列式，如果每项按

排列，ij为12时，取‘＋’；ij为21时，取‘－’. 对于三阶行列式,如果每项按

排列时，若ijk为123，312，231时，取‘＋’号；当ijk为321，213，132时，取‘－’号.

由以上两点发现,我们可以得出如下基本结论：

要想规定n阶行列式的运算，从而给出n个未知数n个方程的方程组的发的一种方法，必须研究排列及其性质.

二．排列的逆序数计算方法

方法1. 先看有多少个数码排在1的前面,设为

个,则有

个数与1构成逆序,然后把1划去；再看有多少个数码在2的前面,设为

个,则就有

个数与2构成逆序,然后把2划去；再看有多少个数在3的前面,依此类推,最后设有个

数码与构成逆序(显然

=0)于是有




    方法2.

           

 

           =

前面比

大的数码的个数

           +

前面比

大的数码的个数

           +……………………

           +

前面比

大的数码的个数.
三．关于对换

1．一个对换把全部n级排列两两配对，使每两个配对的n级排列在这对换下互换. 例如：3级排列共6个在对换(1,2)下的配对如下：




2．对换定理

定理2.1.1. 对换改变排列的奇偶性.

该定理的证明思路,仍是用解决一般问题的思考原则,即首先解决问题的最简单情形(相邻两数的对换,然后把一般情形(不相邻两数的对换归结为最简单情形来证明.

定理2.1.2. 任意一个
[image: image307.wmf]n
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都可以经过一系列对换互变，并且所作对换的个数与这个排列有相同的奇偶性.

为获得证明思路,可以就一些具体排列进行试验,如考察排列31524,施行对换如下:




注意1：((31524)=1+2+1=4为偶排列与对换的奇偶性相同.

注意2：对对换次序进行分析,即首先将最大的一位数换到最后,不难发现其证明可用数学归纳法.

四．应用例题

例1. 当n (2时，n个数码的奇排列与偶排列的个数相等,各为n!(2个.

分析：当n =2,3时，试验一下不难发现此命题是正确的；但对一般的n要给出一个严格的证明涉及到将思想表达清楚：设n个数码的奇排列共有p个，而偶排列共有q个,需要证明p = q,在高等代数中要证明p = q,一般的想法是证明p ( q且p ( q.现考虑p ( q是否成立,注意到奇排列与偶排列的关系(对换定理：对换改变排列的奇偶性。那么对p个奇排列的每一个实行一次对换便可得到p个偶排列,但这p个偶排列会不会有相同的呢？这了避免有两个偶排列相同,因此对实行的对换必须有所限制(对这p个奇排列必须实行同一个对换(i,j)由于排列总数为q,从而有p ( q。同样的分析便可以证明p ( q.

证明：设n个数码的奇排列共有p个,而偶排列共有q个,对这p个奇排列施行同一个对换(i,j),由对换定理,可得p个偶排列,由于对这p个偶排列施行对换(i,j),又可以得到原来的p个奇排列,所以这p个偶排列各不相同. 但一共有q个偶排列,故p ( q. 同理可得q ( p. 所以p = q.

例2. 计算2 n级排列1 3 5 … (2n-1) 2 4 6 … (2n)的逆序数,并确定奇偶性.

分析：利用逆序数的计算方法,注意到给定排列中前n个数1,3,…,(2n-1)之间不构成逆序,后n个数2,4,6,…(2n)之间也不构成逆序,只有前n个数与后n个数之间才构成逆序.

解:  
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     讨论:

      1)当n =4k时,

为偶数,原排列是偶排列；

      2)当n =4 k +1时,

为偶数,原排列为偶排列；

      3)当n =4 k +2时,

为奇数,原排列为奇排列；

4) 当n =4 k+3时,

为奇数,原排列为奇排列.

7.12.5 教学方法：

讲授法
7.12.6 作业安排及课后反思

作业：P96: 1(1), 2(2), 3, 4

课后反思：
        行列式的定义与函数的关系
7.12.7 课前准备情况及其他相关特殊要求

1．寻求两、三个未知数两个方程的线性方程组的公式解

7.12.8参考资料

黎克麟 宋乾坤 郭发明编著《高等代数教学分析与研究》，P31-37
7.13 教学单元十三
7.13.1教学日期：

7.13.2教学目标：掌握n阶行列式的定义.
7.13.3教学内容：第二章  行列式——§2 n阶行列式
教学重点：n级行列式的定义与简单行列式的计算.
教学难点：行列式中的非标准次序项的符号的确定. 

7.13.4教学过程：

一．关于行列式的定义

定义2.3.1.
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和

表示对所有
[image: image312.wmf]n

排列求和,因此,
[image: image313.wmf]n

阶行列式共有
[image: image314.wmf]!

n

项. 如按定义来计算行列式要做
[image: image315.wmf])
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次乘法和
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次加减法,其运算量太大！这个定义主要用于证明行列式的性质. 事实上,行列式还有其它一些较简单的定义(如归纳法定义行列式),但用于理论证明有些不方便.

二．关于行列式定义的一个注记

命题：设

及

是两个n级排列,则

                  


是n级行列式

的一项且带符号


分析证明:由题设知是

中不同行不同列的n个元素

的乘积，因此是

中的一项. 那么它带有什么符号呢?如果

是自然顺序就好了,但能否转化成自然顺序呢?是可以的,因为交换

中因子的次序,使行序列变为自然序排列.这样做显然不影响这一项的值.设



=

       (1)

则它应带有符号

,而

,下面我们用对换的观点来分析: (1)式左端变成右端可以看成是经过一系列元素对换来实现的,而每作一次对换,元素的行指标与列指标所成排列

与

就同时作一次对换,也就是((

)与((

)同时改变奇偶性.因此它们的和

                        ((

)+((

).

的奇偶性保持不变,所以通过一系列元素的对换之后有

                     ((

)+((

)=((

).

故

带有符号




注1：上面的命题指出了行指标与列指标的地位是”对称的”,这样为了确定每一项的符号,我们同样可以把每一项的列指标排成自然顺序,于是有

定义2.3.1(：



.

注2：行列式的定义方法除了利用排列的奇偶性来定义外,还可以利用n次置换的概念来定义,但也比较复杂,现介绍最简单的一种定义方式(归纳定义.

由于2阶及3行列式已有定义,而1阶行列式可规定为:



.

一般地,

                 


                     =


                     


其中：

是

划掉第一行及第j列后得到的n-1阶行列式.而



.

三．经典例题

例1. 设




问: 

是不是D的项？如果是D的项,那么它们在D中的符号是什么?

    答:注意这里的i,j不表示

所在的行,列的序数,不可片面的理解行列式的定义.

    

不是D的项,因为

与

在行列式D中的真实位置是(1,1)与(1,2),同要第一行,同样

与

同在第一列,故按行列式的定义,它不是D的项.



是D的项,它在D中的真实行列次序是

(1,3)(2,2)(4,1)(3,4),

其符号为”+”,因为



.



是D的项,它在D中的真实行列次序是

(2,1)(1,2)(4,4)(3,3),

其符号是”-”,因为



.

例2. 假定n阶行列式D的某一行元素均为0,证明D =0.

证明:设

,其k行元素全为0,即


由行列式的定义知





 EMBED Equation.2  
.

例3. 证明

                  


其中

是

的共复数.

证明:由行列式的定义,有

           


                             


                             =


                            

.

故命题成立.

7.13.5 教学方法：

讲授法
7.13.6 作业安排及课后反思

作业：P96: 6, 8, 10
课后反思：
        行列式的定义与函数的关系
7.13.7 课前准备情况及其他相关特殊要求

1．寻求两、三个未知数两个方程的线性方程组的公式解

7.13.8参考资料

黎克麟 宋乾坤 郭发明编著《高等代数教学分析与研究》，P37-39
7.14 教学单元十四
7.14.1教学日期：

7.14.2教学目标：掌握转置变换,换法变换,倍法变换,消去变换和分行(列)相加性及其在计算行列式的值方面的应用. 

7.14.3教学内容：第二章  方阵的行列式——§4 行列式的性质

教学重点：掌握消去变换和分行(列)相加性及其在计算行列式的值方面的应用. 

教学难点：行列式各性质的证明.

7.14.4教学过程：

一．思路说明

由于利用行列式的定义去求行列式的值是十分复杂的（除上(下)三角形,对角形行列式外）. 因此,在给出了行列式的定义之后,我们所面临的问题是：怎样简化行列式的计算？换句话说,需要寻求快速而有效的方法把行列式转化为三角形行列式或转化成二、三阶行列式来计算. 从总的方向上讲,我们只能有两条途径：一条途径是对行列式做一些恒等变形(也称为行列式的允许变换—它们构成行列式的性质,使它变成上(下)三角形行列式,从而使计算大大简化. 另一条途径便是将高阶行列式的计算转化为若干个较低阶的行列式的计算.
二．关于行列式性质的证明

为了使读者更好地理解行列式的性质，并养成“从定义出发”去证明问题的习惯. 在此我们给出行列式几个主要性质的证明及其关系.

命题1.(转置变换)行列互换,行列式不变.

证明：设n阶行列式

,

表示，的转置行列式,现在设

是n阶行列式

的任一项,这一项的元素位于

的不同的行和不同的列,所以位于

的转置行列式

的不同列和不同行,因而也是

的一项.由§2.3的命题知,这一项在

中和在

中的符号都是
[image: image317.wmf])
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. 反过来,

的任一项也是

的项,并且

中不同的两项显然也是

中不同的两项. 因为

与

的项数都是
[image: image318.wmf]!

n

,所以

与

是带有相同符号的相同项的代数和,即

=

.

注：命题1表明,在行列式中行与列的地位是对称的,因此凡是有关行的性质,对列也同样成立,以下只叙述有关行的性质.

命题2.(换法变换)交换一个行列式的两行,行列式改变符号.

证明:设给定行列式

                           

.

交换

的第i行与第j行得

                           

.



的每一项可以写成



        (*)

因为这一项的元素位于

的不同行与不同列,所以它也是

的一项. 反过来,

的每一项也是

的一项,并且

的不同项对应着的

不同项.因此

与

含有相同的项.

注意到(*)在

中的符号是

. 而在

中,原行列式的第i行变成第j行，第j行变成第i行,而列的次序并没有改变,所以由第3节的命题知:(*)在

中的符号是



.

因此(*)在

和中的符号相反,即

=－

.

推论1. 如果一个行列式有两行完全相同,那么这个行列式等于零.

证明: 设行列式

的第i行与第j行相同. 由命题2,交换这两行后,行列式改变符号,所以新的行列式等于－

. 但另一方面,交换相同的两行,行列式并没有改变. 由此得

=－

. 即2

=0,所以

=0.

命题3.(倍法变换)把一个行列式的某一行(列)的所有元素同乘以某一个常数k,等于以数k乘这个行列式.

证明: 设把行列式

的第i行的元素

乘以k而得到行列式

,即

             


               


               

.

推论2. 如果一个行列式中有一行的元素全部是零,那么这个行列式等于零.

推论3. 如果一个行列式中有两行的对应元素成比例,那么这个行列式等于零.

证明: 设行列式

的第i行与第j行的对应元素成比例. 设
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因此，



.

由命题3,将公因子k提到行列式符号的外边,则得到一个有两行完全相同的行列式,由推论1知,这个行列式等于零.

命题4. (分行(列)相加性)





 EMBED Equation.2  
.

证明: 由行列式的定义，有

               


             


             =



 EMBED Equation.2  

                    ＋



 EMBED Equation.2  

             

.

命题5.（消法变换）把行列式的某一行的倍数加到另一行上，行列式不变.

证明：利用命题4与推论3立即可得.

三．典型例题
例1. 证明：一个n阶行列式中，如果每个

是

的共轭复数，则此行列式必等于一个实数.

分析：设n阶行列式

，其中

. 要证明一个复数是实数的一般方法是证明其共轭复数就是它本身,即只须

=

即可.

证明：设n阶行列式

,其中

. 则有

                  


                 

.

故

为一实数.

例2. 求




的值，其中

表示对n个数码的排列求和.

解：这里一共是n!个行列式的和,其中任一行列式

                            


都可经过一系列的交换两行的位置,使列的序号按自然顺序排列. 由于每经过一次列的对换,行列式变号，而对换次数的奇偶性与排列

的奇偶性相同，故

             

=



 EMBED Equation.2  
.

又因为n!个n元排列中，奇偶排列各半，故

                       


                      


                      = 0.

例3. 计算元素为

的n阶行列式，即求行列式




    解：首先,从行列式

的最后一行起，每行减去前一行，得

                         


然后，将第n列加到面各列上去,即化为上三角形行列式：
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例4. 试证明对任意n阶行列式，经过若干次换法变法，倍法变换和消法变换，总可以化成对角形，上三角形,下三角形行列式三种标准形之一.

证明：对阶数n用数学归纳法.

n =1是显然的；

假设
[image: image322.wmf]1
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n

阶行列式命题成立，考察n阶行列式



.

1 若所有

，则D已是标准形行列式；

2 若有

，则通过换法变换可将

变到左上角，因此，不妨设

.

当

不全为零时，通过消法变换

   

 或 

 或 

.

而右下角是
[image: image323.wmf]1

-

n

阶行列式，由归纳假设可通过类似的变换化成三种标准形之一. 因此，D通过换法变换，倍法变换与消法变换可化成三种标准形之一.

7.14.5教学方法：

讲授法

7.14.6作业安排及课后反思

作业：P97: 12, 13(3,5)

课后反思：行列式的性质之间的关系
7.14.7课前准备情况及其他相关特殊要求

1．复习行列式的定义

2．复习矩阵的初等变换

7.14.8参考资料

黎克麟 宋乾坤 郭发明编著《高等代数教学分析与研究》，P40-45
7.15 教学单元九
7.15.1教学日期：

7.15.2教学目标：理解余子式和代数余子式的概念,掌握行列式按一行(列)展开的公式.
7.15.3教学内容：第二章 行列式——§4行列式按一行(列)展开
教学重点：理解余子式和代数余子式的概念,掌握行列式按一行(列)展开的公式.
教学难点：行列式按一行(列)展开公式的证明.

7.15.4教学过程：

一．本节的中心问题
能否将一个
[image: image324.wmf]n

阶行列式转化成若干个
[image: image325.wmf]1

-

n

阶行列式来计算——化归思想.

二．按行或列展开的公式

 为了更好的理解按行或列展开的公式,我们给出几个引理:

引理1. 

.

证明：注意到

,于是

                


               


               


               


               

.

为了表达的经济和方便,我们引入如下记号



.

一般地,在
[image: image326.wmf]n

级行列式中划去元素

所在的第
[image: image327.wmf]i

行与第
[image: image328.wmf]j

列,剩下的
[image: image329.wmf]1
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n

级行列式




称为元素

的余子式,记为

.

引理2.  

.

证明：由行列式的性质,有

           



 EMBED Equation.2  

                                  



 EMBED Equation.2  
.

引理3.



 EMBED Equation.2  
.

证明：交换行列位置,便有

    左


      


      =

.

注: 令

，称为元素

的代数余子式.

由引理1～3，我们有

定理1.



.

证明：注意到行列式

中的
[image: image330.wmf]i

行有

     


       


       

=右.

一．Laplace定理

Laplace定理是按行(列)展开公式的推广. 为了叙述这一定理，我们引入概念

定义：在一个
[image: image331.wmf]n

级行列式

中任选
[image: image332.wmf]k

行
[image: image333.wmf]k

列(
[image: image334.wmf]n

k

£

),位于这些行和列的交叉点上的

个元素按照原来的位置组成一个
[image: image335.wmf]k

级行列式

,称为行列式

的一个
[image: image336.wmf]k

级子式。在

中划去这
[image: image337.wmf]k

行
[image: image338.wmf]k

列后余下的元素按照原来的位置组成的
[image: image339.wmf]k

n

-

级行列式

称为
[image: image340.wmf]k

级子式

的余子式.

又设

的
[image: image341.wmf]k

级子式

在

中所在的行和列指标分别是



 与 


则

的余子式

前面加上符号

后称为

的代数余子式.

Laplace定理：设在行列式

中任意取定了
[image: image342.wmf]k

(
[image: image343.wmf]1
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n

k

)个行,由这
[image: image344.wmf]k

行元素所组成的一切
[image: image345.wmf]k

级子式与它们的代数余子式的乘积的和等于行列式

.

注：Laplace定理是按行(列)展开公式的推广,它主要对于如下类型的行列式特别有用:



.

7.15.5教学方法：

讲授法
7.15.6作业安排及课后反思

作业：p99: 15，16

课后反思：Laplace定理是行列式按一行展开的推广. 

7.15.7课前准备情况及其他相关特殊要求

1．行列式的定义
2．行列式的性质
7.15.8参考资料

黎克麟 宋乾坤 郭发明编著《高等代数教学分析与研究》，P45-48
7.16 教学单元十六
7.16.1教学日期：

7.16.2教学目标：理解并掌握n阶行列式的计算方法． 

7.16.3教学内容：第二章 行列式——§5 n阶行列式的计算方法。

教学重点及难点：求行列式的递推法
7.16.4教学过程：

一．化“三角形”法

 化“三角形”法就是利用行列式的性质,把已知的
[image: image346.wmf]n

阶行列式的主对角线一侧的元素全化为零,再利用上,下三角形,计算出行列式的值.

例如:




                         


                         

.

二．析因子法

 如果行列式
[image: image347.wmf]D

中有一些元素是变数

(或某个参数)的多项式，则可以将行列式

当作一个多项式

，然后,通过观察行列式的特点，或对行列式施行某些变换，求出

的互素的线性因式，使得这些线性因式的乘积

与

只差一个常数

倍. 根据多项式相等的定义比较

与

的某一项系数,求出

值. 这样便求得

=

=



 EMBED Equation.2  
. 对于行列式中有些元素是
[image: image348.wmf]n

个变数的多项式也可以类似地处理.

例如:




可以看作关于

的多项式

即

=

.

当

=

时,




当

=

时,




所以,

有线性因子:
[image: image349.wmf]2

+

2

-

1

+

1

-

x

x

x

x

,

,

,

.

另外,从行列式的定义知,

中含有

的最高次数为4,故



.

而

含

的项为

与

,比较它们的系数,不难发现

的系数为
[image: image350.wmf]3

-

,从而得

=-3. 故



.

三．拆行(列)法

拆行(列)法是把已知的
[image: image351.wmf]n

级行列式根据性质3,拆成若干
[image: image352.wmf]n

级行列式之和,然后再求出行列式的值.

例如:

              


                


                

.

当
[image: image353.wmf]2

>

n

时,等号右边第一个行列式中第2列与后面各列成比例,所以其值为零,第二个行列式中第2列与后面诸列相等,所以其值为零.

当
[image: image354.wmf]2

=

n

时,

.

当
[image: image355.wmf]1

=

n

时,

.

故  


四．加边法

加边法是把
[image: image356.wmf]n

级行列式适当添加一行一列,得到一个
[image: image357.wmf]1

+

n

级行列式,使其值不变,并且要求所得到的
[image: image358.wmf]1

+

n

级行列式比较容易求出其值.

例如:

                  


                     =


                     =


                     =


                     =

.

五．递推法

递推法是先利用行列式的性质，把给定的
[image: image359.wmf]n

级行列式

用同样形式的
[image: image360.wmf]1

-

n

级（或更低级）行列式表示出来，这种表示称为递推关系式，然后，根据递推关系式求出

的一般表示式.

例如:

        


            =

＋


            =

.

于是有:




                            


                            

.

六．数学归纳法

数学归纳法与递推法有异曲同工之妙,从本质上讲,要利用学归纳法,必须要得到一个递推关系.

除以上介绍的六种常用方法以外,还有换元法和利用行列式的乘法规则计算行列式的值两种不常用的方法,在此就不详述了.

7.16.5教学方法：

讲授法
7.16.6作业安排及课后反思

作业：P99: 17, 18
课后反思：行列式的各种计算方法间的关系

7.16.7课前准备情况及其他相关特殊要求

1．行列式的定义

2．行列式的性质
7.16.8参考资料

黎克麟 宋乾坤 郭发明编著《高等代数教学分析与研究》，P49-56
7.17 教学单元十七
7.17.1教学日期：

7.17.2教学目标：熟练掌握Gramer法则并能理解其在理论上的重要性. 

7.17.3教学内容：第二章 行列式——§6 Gramer法则
教学重点：掌握Gramer法则并能理解其在理论上的重要性
教学难点：证明中两个步骤的必要性的理解.

7.17.4教学过程：

一．Gramer法则

Gramer法则从形式上是一个非常漂亮的法则，它在线性方程组的理论中有其基本重要性，而实际解题时却用得较少，这主要是由于高阶行列式的计算仍然不方便的原故.

结论：若线性齐次方程组




有非零解，则其系数行列式
[image: image361.wmf]0

＝

A

.

此结论只是Gramer法则的一个推论. 不久我们将证明：若
[image: image362.wmf]0

＝

A

，则此线性方程组必有非零解.

二．经典例题
例1． 设

=

,用Gramer法则证明，若是

有ｎ＋１个不同的根，那么

是零多项式．

证明：设

是

的ｎ＋１个不同的根，则有方程组




其系数行列式



.

故此方程只有零解，从而



.

这说明

为一零多项式.

7.17.5教学方法：

讲授法
7.17.6作业安排及课后反思

作业：P101:19
课后反思：Gramer法则的逆命题是否正确？
7.17.7课前准备情况及其他相关特殊要求

1．行列式的性质
2．行列式的计算方法
7.17.8参考资料

黎克麟 宋乾坤 郭发明编著《高等代数教学分析与研究》，P58-59
7.18 教学单元十八
7.18.1教学日期：

7.18.2教学目标：理解并掌握消元法的实质，掌握用消元法解线性方程组的基本结论。

7.18.3教学内容：第三章 线性方程组——§1 消元法
教学重点：掌握消元法的实质，掌握用消元法解线性方程组的基本结论。 

教学难点：对消元法的理论推导。
7.18.4教学过程：

一．解线性方程组的核心问题
对于线性方程组

               

               （1）

其中：

。

    需要解决如下三个问题：

    1. 线性方程组（1）何时有解?

    2. 线性方程组（1）有解时，有多少解?

    3. 线性方程组（1）有解时，怎样求出线性方程组（1）的所有解及解的一般表达式?

一．几个有关的基本概念
    1. 解的概念：所谓线性方程组（1）的一个解就是指由n个数

组成的有序数组

，当

分别用

代入后，线性方程组（1）中每个等式都变成恒等式。

    2. 解集：线性方程组（1）的解的全体所成的集合称为线性方程组（1）的解集合。

    注：解线性方程组实际上就是求出它的解集合。

    3. 同解方程组的概念：如果两个方程组有相同的解集合，则称它们为同解方程组，或称为同解的。

三．几个简单例子

例1. 写出方程组 

 的解集。

    解：此方程组的解集合

                    

。

    例2. 写出方程组 

 的解集。

    解：此方程组的解集合为

                   

。

    例3. 写出方程组 

 的解集。

    解：此方程组的解集合为

                   

。

    例4. 写出方程组 

 的解集合。

    解：其解集合

。

    思考题
    问：方程组 

 与方程组 

 是否同解?

四．消元法 
1. 消元法实质上由三种基本变换构成：

    变换Ⅰ.（倍法变换）用一非零常数乘以线性方程组的某一方程；

    变换Ⅱ.（消去变换）把线性方程组的某一个方程的倍数加到另一个方程上；

    变换Ⅲ.（换位变换）互换线性方程组中两个方程的位置。

    这三种变换统称为线性方程组的初等变换，在这三种变换中，变换Ⅰ与变换Ⅲ主要用于简化运算，变换Ⅱ才真正体现了消元法的本质。

    2. 消元法作为一种解题方法的正确性是需要证明的。而要证明消元法的正确性，只须证明组成消元法的每一种变换都是同解变换。即证明消元的过程不会造成解的增加或流失。其证明过程参见《高等代数》（北京大学几何与代数教研组编 第二版）P106～107。我们将其总结为如下结论：

    结论：初等变换把一个线性方程组变为一个同解的线性方程组。

    3. 解线性方程组的过程行列式计算的过程是极为类似的：通过一系列允许变换（保持同解性）得到标准型（阶梯形线性方程组），最后的解是极容易得到的。这个思想在线性代数中贯彻始终，应好好领会。

    4. 在消元法解线性方程组的理论推导过程中，最后假定的阶梯形方程组的形式非常标准，这只是为了理论叙述与讨论时的方便，将未知量重新编号。但在实际解线性方程组的过程中一般不必改变未知量的编号。

    5. 关于增广矩阵的产生来源于这样一种想法：用消元法解线性方程组的过程中起决定性作用的是未知量的系数与常数。“保留本质，去掉非本质因素”的抽象思考加上1-1对应的方法不难发现：

    线性方程组

                


与如下的“表”是1-1对应的：

                            


这个“表”称为该线性方程组的增广矩阵。

    注意到：用初等变换化线性方程组为阶梯形方程组就相当于用初等行变换将其增广矩阵化成阶梯形矩阵。所谓初等行变换就是：

    变换i.（倍法变换）把增广矩阵的某一行乘以一个非零常数；

    变换ii.（消去变换）把增广矩阵的某一行的倍数加到另一行上；

    变换iii.（换位变换）互换增广矩阵中两行的位置。

    注意：在解线性方程组时不能对增广矩阵的列施行上面三种变换的任何一种。

五．经典例题 

例1. 解线性方程组

                    


    解：对此线性方程组的增广矩阵施行初等行变换如下：

              


（将第一行乘以(-1)加到第二、三行上）因第三行中有“0=4”，故此方程组无解。

    例2. 解线性方程组

                    


    解：对此线性方程组的增广矩阵施行初等行变换如下：

          


故原方程组与如下方程组同解：

                        


从而原方程组的解为

7.18.5教学方法：

讲授法
7.18.6 作业安排及课后反思

作业: P154: 1(1,3,5)
课后反思：是否有比消元法更高级的表达方式？
7.18.7课前准备情况及其他相关特殊要求

1．线性方程组的解
7.18.8参考资料

黎克麟 宋乾坤 郭发明编著《高等代数教学分析与研究》，P61-64
7.19 教学单元十九
7.19.1教学日期：

7.19.2教学目标：理解n维向量与线性方程组的关系，掌握n维向量的加法与数乘运算。

7.19.3教学内容：第三章 线性方程组——§2 n维向量空间
教学重点及难点：理解n维向量与线性方程组的关系，掌握n维向量的加法与数乘运算。

7.19.4教学过程：

一．消元法的不足

在消元法一节，我们看到了消元法的正确性及解决一般线性方程组的有效性。但从数学的观点看，消元法并不是十全十美的。主要有如下几个理由：

    ①在消元之前，不能明确判断方程组是否有解以及当有解时究竟有多少解?

    ②用消元法化方程组成阶梯形方程组后，剩下的方程个数是否是唯一决定的呢?

    ③线性方程组的解的结构如何? 或者说，解与解之间有什么样的关系? 彼此有没有联系? 能不能用一种更清晰的表达式来表示方程组的解，并能反映解与解之间的内在联系?

    正是因为这样三条理由，我们必须要引入新的研究方法，对线性方程组作更深入的研究。

二．n维向量的概念来源

n维向量的概念来源于如下三个方面：

      ① 线性方程组的解的定义告诉我们，线性方程组

                       


在数域P中的一个解对应了数域P上n个数所构成的一个有序数组

。

      ② 对应于简化：

    数域P上的一个n元方程

         


故可以用n+1元有序数组来刻化n元线性方程。

      ③ 几何空间的一般化

    在解析几何中，

     二维向量


其中：

这种一般化体现在两个方面：分量个数变成任意有限个；数域从实数域扩展到了任意数域P。

三．n维向量空间的定义
1. 关于n维向量空间的定义，特别要注意的是在Pn中本质上只有两种运算—即向量的加法与数乘运算。因此，有些书引入记号

来加以强调。

     2. 

中向量有两种写法，即行向量α，写成：

；与列向量α，写成：

。它们只有写法的不同，本质上是同一向量。

7.19.5教学方法：

讲授法
7.19.6 作业安排及课后反思

作业: P154； 2
课后反思：能否将向量空间进一步推广？
7.19.7课前准备情况及其他相关特殊要求

1．数轴、平面、空间的表示方法
7.19.8参考资料

黎克麟 宋乾坤 郭发明编著《高等代数教学分析与研究》，P64-66

7.20 教学单元二十
7.20.1教学日期：

7.20.2教学目标：理解n维向量组的线性相关、线性无关和向量组的秩等概念。 

7.20.3教学内容：第三章 线性方程组——§3 线性相关性
教学重点：应深刻理解n维向量组的线性相关、线性无关和向量组的秩等概念；向量组是否线性相关与线性方程组之间的内在联系；线性相关的判别方法。
教学难点：对线性无关概念的认识和理解。

7.20.4教学过程：

一．线性方程组与向量组的关系
1. 线性方程组与向量组有如下关系：

    设有线性方程组

                       

          （1）

利用线性方程与n+1维向量的关系知：线性方程组（1）n+1维向量组

是1-1对应的，其中：


    因此，用向量研究方程组的基本思想是：要研究线性方程组s个方程之间的关系，转化为研究

中向量

之间的关系。请注意下面的例子：

    例：设有方程组

                             


在此方程组中，第一个方程的3倍减去第二个方程就等于第三个方程，即有：

                                ①×3－②=③

    现记

分别表示方程①,②,③就得到如下关系：

                                


    反之，关系

也揭示了原方程组中的三个方程①,②,③的关系。

    2. 利用线性组合概念，可以得到所谓向量方程的概念。如对于线性方程组

                         

          （1）

令：

                    


则原方程组变为：

                       


即：

                            


故线性方程组（1）有解的充分必要条件是：它的常数项所组成的ｓ维列向量β是未知量

的系数所成列向量

的线性组合。

二．向量组的等价关系
    1. 两个向量组等价的概念，用符号和术语可表示如下：

    向量组

与向量组

为等价向量组的充分必要条件是：

　　对

都有

使得：

；且对

都有

使得：

。

    例如，设向量组

，则向量组

，

与向量组

,

等价。因为

            


    又如，设

，则因

               


故向量组

与向量组

等价。

 2. 等价向量组揭示同解线性方程组之间的关系。因为线性方程组与向量组成1—1对应，因此，利用初等变换所得到的两个同解线性方程组所对应的两个向量组是等价的；反之，两个向量组等价，则它们所对应的两个线性方程组也必同解。

    3. 向量组之间的等价概念，给出全体n维向量组的集合的元素间的一个等价关系，这是因为等价具有反身性、对称性和传递性的缘故。事实上，向量组的等价可以把n维向量组进行分类，使每一类的向量组彼此等价。

三．线性相关与线性无关
    1. 关于线性相关与线性无关的概念要特别注意对线性无关的理解。

    向量组

称为线性相关，如果存在数域P中的不全为零的数

使得：

                        

。

而一向量组

不是线性相关的，则

是线性无关的。因此，用肯定的语气来叙述线性无关就是：向量组

称为线性无关的，若有

使得

                        


则必有

。

    注意：对任意向量组

均有恒等式：

                          


但既不能断定

线性相关，也不能断定

就线性无关。

    2. 设有向量组

，可将它视为一个集合{

}，设

                 


则称向量组

为向量组

的一个部分组。关于部分组有如下命题：

    命题1. 若向量组

的某一部分组线性相关，则

必线性相关；反之不然。

    命题2. 若向量组

线性无关，则此向量组的任意组非空部分组都线性无关;但某一部分组线性无关，不能断定整个向量组线性无关。

四．极大无关组
    1. 极大线性无关组概念的数学表述如下：

    向量组

的一个部分向量组

叫做一个极大线性无关组，如果：

    ① 

线性无关；

    ② 

，都可以由

线性表出；或

线性相关。

    命题3. 一向量组的任意极大线性无关组都与该向量组本身等价。

    推论：一向量组的任意两个极大线性无关组都是等价的。

    2. 向量组的极大线性无关组的求法

    方法1. 设

为一向量组，将

作成一矩阵如下：




对矩阵A施行初等行变换，变成阶梯形矩阵，阶梯形矩阵中最后不为零的行所对应的向量构成

的极大线性无关组。如：

    设向量组

求向量组的一个极大线性无关组。

    解：以

为行作矩阵：

     


则

为向量组

的一个极大线性无关组。

    方法2. 其理论根据是如下命题：

    命题4. 若s>1，向量组

线性无关的充分必要条件是：

时，

不能由

线性表出。

    注：命题4是例4的逆否命题。

    例：求向量组

的一个极大线性无关组。

    解：由

，显然

线性无关，考虑

，若令




得




此方程显然无解，故

不能由

线性表出，所以

线性无关，考虑

，若令：




解得:

,故

线性相关。这说明

为

的一个极大线性无关组。

    说明：方法1较方法2更优越。

五．经典例题
    例1. 证明单位向量

线性无关。

    错误证法一. 设

有线性关系

                         


显然，当

时上式成立，故

线性无关。

    错误证法二. 设

                         


则有

                          


这是一个矛盾。这样

不能由

线性表出，所以

线性无关。

    说明：法一的错误在于只说明当

时

成立，没有证明

仅当

时成立。法二的错误在于用错了证明依据。只有

的每一个均不能由其余的向量线性表出时，才能断定

线性无关。

    正确的证法：设有

                          


从而有

                              


由向量相等知：

，故

线性无关。

    例2. 假设向量β可以由向量组

线性表出，证明：表示法是唯一的充分必要条件是

线性无关。

    分析：将题设条件翻译成数学表达式，故可设

；而表示法唯一是指：如果

，则应有

。

    试证：“必要性”设有

                          


而

，为使β有两种表达式，利用零向量的特性，可得：

                   


因表示法唯一，故有：

                            


                即：

                               


这就证明了

线性无关。

    “充分性”若

线性无关，设β有两种表达式：

                        


                        


两式相减，得

                 


由

线性无关，便有

                      


从而

，这说明β的表示法是唯一的。

    推论：向量组

线性无关的充分必要条件是零向量0可以由

唯一地线性表出。

    例3. 设

是一组线性无关的向量，

。证明：



线性无关的充分必要条件是：




    分析证明：涉及线性无关性，总假设有

                           


利用

与

的关系式，代入上式后得：




整理，得




由于

线性无关，故有




注意到此方程只有零解的充分必要条件是：




这样便知命题成立。

    例4. 证明：

（其中

）线性相关的充分必要条件是至少有一向量

可以被

线性表出。

    分析：充分性比较容易。因若有一

可被

线性表出，则

线性相关，从而

线性相关。反之，由

线性相关，要推出

可由

表出，这要求

的系数不能为零，而且它后面的向量的系数必须都等于零，事实上，

是系数不为零的下标最大的一个。

    证明：必要性. 由

线性相关，则存在一组不全为零的数

使

                           


令

中所有不为零的数的最大下标为i，由题设

，这说明

。且上式变为：

                   


于是有

                       


即有一

可以被

线性表出。

    充分性. 略。

    例5. 已知两向量组有相同的秩，且其中之一可被另一个线性表出，证明这两个向量组等价。

    分析：注意到一个向量组的核心，是它的一个极大线性无关组，而一个向量组总是与它的任意极大线性无关组等价，因而证明两个向量组等价的问题可以转化为证明这两个向量组的极大线性无关组等价的问题。

    证明1. 设这两个向量组为(Ⅰ)和(Ⅱ)，它们的极大线性无关组分别为

和

；并设

可由

线性表出，设为：




由例3和

线性无关知：

。现将

视为未知量，由Gramer法则可以解出

；从而

也可由

线性表出，因而它们等价。由等价的传递性便知原命题成立。

    证明2. 设这两组向量为(Ⅰ)和(Ⅱ)，

和

分别是向量组(Ⅰ)和(Ⅱ)的极大线性无关组且

可由

线性表出。下证任意

均可由

线性表出。若

不能被

线性表出，则



,


线性无关，且可由

线性表出，此时有r＋1>r，由替换定理知：

,


线性相关，这与假设矛盾。故

也可由

线性表出，从而互相等价。由等价的传递性便知：向量组(Ⅰ)和(Ⅱ)等价。

    例6. 设向量组

的秩为r，在其中任取m个向量

，证明：此向量组的秩≥r＋m－s。

    分析证明：设向量组

的秩为t，则应有：t≤r，m≤s；注意如果将

的极大线性无关组扩充为

的极大线性无关组，添加的向量最多为s－m个；而实际只需要r－t个，因而应有r－t≤s－m，即t≥r＋m－s。

    例7. 设向量组

；

；

,

的秩分别为

。证明：

。

    分析：要证 

，只须证明：

即可。由题设及替换定理不难证明；对于不等式

，联想到秩的概念是由极大线性无关组的个数来定义的。可设

为

的极大线性无关组，

为

的极大线性无关组，则向量组

,

可由向量组

                          

,


线性表出，这样

向量组

,

的秩

。

    证明：设这三个向量组依次为(Ⅰ)、(Ⅱ)、(Ⅲ)，则(Ⅰ)、(Ⅱ)均为(Ⅲ)的一个部分组，故有：




从而有

；

    设(Ⅰ)的极大线性无关组为

，(Ⅱ)的极大线性无关组为

,则向量组(Ⅲ)可由向量组

,

线性表出。故(Ⅲ)的秩

向量组

,

的秩

。

    综上，便有



。

7.20.5教学方法：

讲授法
7.20.6 作业安排及课后反思

作业: P155: 3, 6, 9, 10
课后反思：如果说向量组的极大无关组是有限之中选代表，那么无限中是否可选代表？
7.20.7课前准备情况及其他相关特殊要求

1．线性空间的定义

2．线性组合的扩展
7.20.8参考资料

黎克麟 宋乾坤 郭发明编著《高等代数教学分析与研究》，P66-72
7.21 教学单元二十一
7.21.1教学日期：

7.21.2教学目标：理解线性方程组、向量组和增广矩阵的内在联系；理解矩阵的秩与其行向量组和列向量组的秩的关系。 

7.21.3教学内容：第三章 线性方程组——§4 矩阵的秩
教学重点：理解线性方程组、向量组和增广矩阵的内在联系；理解矩阵的秩与其行向量组和列向量组的秩的关系；掌握矩阵秩的判别方法。 

教学难点：矩阵的行秩等于列秩的证明以及矩阵秩的判别定理的证明。
7.21.4教学过程：

一．回顾与小结
在前面几节我们引入向量这一工具试图解决一般线性方程组的问题，得到如下结果：

    1°一个线性方程组可以用一个向量组来刻化；

    2°两个线性方程组同解当且仅当它们所对应的向量组等价；

    3°用消元法化阶梯形方程组的过程中，最终所剩下的方程的个数等于原方程所对应的

       向量组的秩。

    但在讨论向量组是否线性相关或确定它的秩时，我们又回复到求一般线性方程组的解的问题上。正因为这个原因，本节将引入矩阵秩的概念，并利用行列式的计算来解决求秩的问题。

二．引入矩阵秩的说明
设有线性方程组



       （1）

由§3.1的讨论知道，线性方程组（1）与如下的增广矩阵时1—1对应的：



          （※）

另一方面，线性方程组（1）也可用向量组

                          

                （＃）

其中：

来刻化。同时也可用线性组合来刻化，即

                          


其中：

                 


于是不难发现：矩阵（※）的行对应着向量

，矩阵（※）的列对应着向量

，即




    由此可见，借助矩阵的秩来解决向量组的秩时非常自然的。

三．关于定理“矩阵的行秩与列秩相等”的分析
设所讨论的矩阵为




而

的行向量组为

；

的列向量组为

。并设

的行秩为

，列秩为

，须证明：

。

    如果向量组

与向量组

等价，自然有

。但注意到s可能不等于n，即两向量组的维数不同。因此不可能通过证明行向量组与列向量组等价来证明

。

    那么，是否可以通过证明

来证明

呢？由于没有现成的结论可以引用，故只能从秩的定义出发。

    因行秩为

，即向量组

的秩为

，亦即向量组

的极大线性无关组的向量个数为

。为方便，不妨设

为其极大线性无关组，则方程




只有零解，即方程组




只有零解，而这个方程的系数矩阵为




有引理知：

的行秩≥

。令

则在

上添加n－r个分量

，便得向量组

。这样便有

≥向量组

的秩=

的秩≥

。同理可证：

。

四．关于矩阵与行列式的联系

关于矩阵与行列式的联系，由下面的定理给出：

    定理：n×n矩阵




的行列式为零的充分必要条件是

的秩小于n。

    注意到：若令

则向量组

线性无关当且仅当矩阵

的行列式

。其逆否命题为：

的行列式

当且仅当

线性相关；当且仅当

的秩小于n。

五．矩阵秩的判别定理

矩阵秩的判别定理：一矩阵的秩是

的充分必要条件为：矩阵中有一个

级子式不为零，同时所有

＋1级子式全为零。

    需要说明的是这是一个理论结果，它指出一个矩阵的秩只与行列式有关，而不必用线性方程组有无非零解来判断。此定理的条件可以削弱为

    命题1. 一矩阵的秩为

的充分必要条件为：矩阵中有一个

级子式不为零，而所有包含此

级子式的

＋1级子式全为零。

    此命题的证明涉及到矩阵的标准形，在此省略。

    在实际中计算矩阵的秩主要是基于如下命题：

    命题2. 初等变换不改变矩阵的秩。

    分析证明：矩阵的初等变换包含矩阵的初等行变换和列变换，但其实质仍由换位变换、倍法变换和消去变换组成。为说明初等变换不改变矩阵的秩。只须说明此三种变换不改变矩阵的秩即可。设矩阵




对

进行行的消去变换后，得矩阵




    注意到矩阵

的行向量组为

，则矩阵B所对应的行向量组为

，不难证明此两向量组等价，因而秩A=秩B。类似地，可证明换位变换、倍法变换也不改变矩阵的秩。

命题3. 阶梯形矩阵的秩就等于其中非零行的数目。
六．经典例题
例1. 设矩阵

，求矩阵A的秩。

    解法1. 由于初等变换不改变矩阵的秩，对矩阵A施行初等行变换：

         


故秩A=2。

    
解法2. 因为A有一个二级子式




而所有包含D的所有三级子式：




由命题1知，秩A等于2。

    例2. 设A是一个s×n矩阵，秩A= r，从A中任意取出m行，作一个m×n矩阵B。证明：秩B≥r＋m－s。

    证明：设A的s个行向量为

，则其秩为r；从

中任选m个向量

，由§3.3例6知：

                      

的秩≥r＋m－s。

而

的秩就是矩阵B的秩，故秩B≥r＋m－s。

7.21.5教学方法：

讲授法
7.21.6 作业安排及课后反思

作业: 156: 18
课后反思：向量组的极大无关组与矩阵的秩的关系
7.21.7课前准备情况及其他相关特殊要求

1．向量组的极大无关组
7.21.8参考资料

黎克麟 宋乾坤 郭发明编著《高等代数教学分析与研究》，P73-76

7.22  教学单元二十二
7.22.1教学日期：

7.22.2教学目标：理解线性方程组有解判别定理及其数学思想，能灵活运用判别定理解线性方程组。

7.22.3教学内容：第三章 线性方程组——§5线性方程组有解判别定理
教学重点：理解线性方程组有解判别定理及其数学思想，能灵活运用判别定理解线性方程组。

教学难点：不灵活运用判别定理讨论一些带参数的线性方程组。
7.22.4教学过程：
一．线性方程组有解判别定理

线性方程组有解判别定理：线性方程组



       （1）

有解的充分必要条件是它的系数矩阵




与增广矩阵




有相同的秩。

    证明：令A的列向量为

；并令

。则

为

的列向量，于是我们有：

    线性方程组（1）有解



 EMBED Equation.2  
可由向量组

线性表出

                        

向量组

与向量组

有相同的秩

                        

秩A=秩

。
二．问题总结
1. 有多少解问题可以总结如下：

    基本结论：设r=秩A=秩

，则对于线性方程组（1）有：

              （i）当r<n时，线性方程组（1）有无穷多个解；

              （ii）当r=n时，线性方程组（1）有唯一解。

    2. 本节所给出的线性方程组有解判别定理和消元法是一致的。但对问题的认识更深刻，更理性。

二．经典例题
    例1. 判别线性方程组




是否有解？有解时求出其通解。

    解：对该方程组的增广矩阵

施行初等行变换：

     


由上知：秩A=秩

=4<5，故该方程组由无穷多解，且原方程组与如下方程组同解，




故原方程组的解为：



。

    例2. 决定

使




有解，并求出所有解。

    解：对该线性方程组的增广矩阵施行初等行变换：

         


由有解判别定理知：该方程组有解



 EMBED Equation.2  
。

    若

，则由




得原方程组的解为：



。

    例3. 讨论λ取什么值时，下列方程组有解，并求解。




    解法1. 对此方程组的增广矩阵

施行初等行变换：

    


由此可知：

    1°当λ≠1，λ≠-3时，原方程组由唯一解，其解为：



；

    2°当λ=1时，原方程组与方程

同解，故此时原方程组由无穷解，其一般解为：



；

    3°当λ=-3时，代入上面变换过程中倒数第二个矩阵，有：




此时，秩A=3＜4=秩

，原方程组无解。

    解法2. 考虑原方程组的系数行列式







    讨论：

    1°当λ=1时，对原方程组的增广矩阵施行初等行变换，有：




显然有：秩A=秩

=1，原方程组有无穷解，其解为：



；

    2°当λ=-3时，对原方程组的增广矩阵施行初等行变换，有：




此时，秩A=3＜4=秩

，原方程组无解；

    3°当λ≠1，λ≠-3时，由Gramer法则知：原方程组由唯一解，并利用Gramer法则可解得：



。

    说明：此种类型的题目时对线性方程组有解判别定理的全面应用。在其解法上，一般情况均可按照解法2来解题，这是因为通过计算线性方程组的系数行列式的值，一下子明确了讨论的范围，可按部就班地进行讨论，有解时求出其解即可。

    例4. 设线性方程组



       （※）

的系数矩阵

的秩等于矩阵




的秩。证明（※）必有解；反之，若（※）有解，是否一定有秩A=秩B？

    分析：要证明线性方程组（※）有解，只须证明它的系数矩阵A的秩与增广矩阵

的秩相等。利用矩阵秩的相关知识，有如下几种证法。

    证法1. 注意到系数矩阵、增广矩阵与矩阵B的关系：



，

，

           


它们的秩应满足：秩A≤秩

≤秩B，而秩A=秩B，于是有：秩A=秩

，故（※）有解。

    证法2. 设秩A=r，秩

=

，

行向量组。并设

为

的一个极大线性无关组，则

线性无关，从而

也线性无关（

可看成是在

中添加一个分量

所成），因此秩

≥秩A。又因

的行向量组的任意线性无关组

也是B的行向量组的一个极大线性无关组，因此，秩

≤秩B=秩A，故有秩A=秩

，线性方程组（※）有解。

    证法3. 设

为

的列向量组，

为B的列向量组。要证明（※）有解，只须证明

可由

线性表出。

    因为秩A=秩B≤n，所以B的列向量组线性相关，设

为A的列向量组的一个极大线性无关组，其中：

;则添加一个分量后得向量组

也线性无关。因此

也是B的列向量组的一个极大线性无关组，由此可知：B的最后一列可由前n列线性表出，故

可由

线性表出。

    注意：当线性方程组（※）有解时，不一定有秩A=秩B。例如，对于方程组




有：




且秩A=秩

=2，方程组有解，但是




因此

的秩是3，而
[image: image363.wmf]2

3

>

。

7.22.5教学方法：

讲授法
7.22.6 作业安排及课后反思

作业: P157； 19
课后反思：线性方阵组的几种表达方式间的关系
7.22.7课前准备情况及其他相关特殊要求

1．解线性方程组的消元法

2．向量的线性相关性
7.22.8参考资料

黎克麟 宋乾坤 郭发明编著《高等代数教学分析与研究》，P77-78
7.23 教学单元二十三
7.23.1教学日期：

7.23.2教学目标：熟练掌握线性齐次方程组的基础解系。
7.23.3教学内容：第三章 线性方程组——§6 线性方程组解的结构
教学重点：理解并掌握一般线性方程组与其导出方程组的解的关系；领会本节所反
映的研究方法的同时，熟练掌握线性齐次方程组的基础解系。

教学难点：对求一般齐次线性方程组的基础解系的标准方法的推导过程不能理解。

7.23.4教学过程：

一．解的结构问题是指解与解之间的关系
    解的结构问题是指解与解之间有什么关系？在线性方程组



       （1）

无解或只有唯一解时，时无所谓解的结构的。因此本节讨论的基本前提是（1）有无穷多个解。在次前提下，结构问题的一般提法是

    结构问题：线性方程组的所有解构成的集合S（为数域P上n维向量空间

的一个子集）的“秩”—线性无关解的最大个数是多少？怎样求出“极大线性无关组”？怎样表达线性方程组（1）的解？

二．研究方法

    本节仍本着数学研究的基本原则：首先解决最简单情形或特殊情形，然后再将复杂情形或一般情形转化成简单情形或特殊情形来解决。事实上，线性方程组（1）的特殊情形为：



       （※）

它称为线性方程组（1）的导出方程组。因此，首先研究方程组（※）的解的结构。

三．线性齐次方程组解的结构

    1. 线性齐次方程组（※）的解的结构由下列结论给出：

    引理1. 线性齐次方程组（※）的两个解之和是（※）的解。

    引理2. 线性齐次方程组（※）的解的任意倍数也是（※）的解。

    推论：线性齐次方程组（※）的若干个解的线性组合也是（※）的解。

    定义：若t个n维向量

满足：

    1°

都是线性齐次方程组（※）的解向量；

    2°

线性无关；

    3°线性齐次方程组（※）的任意解都可以由

线性表出。

则称

为线性齐次方程组（※）的一个基础解系。

    线性齐次方程组解的结构定理：若方程组（※）的系数矩阵A的秩为r<n，则方程组（※）有基础解系，且一个基础解系所含解向量的个数等于n－r；

    若

为方程组（※）的基础解系，那么方程组（※）的任意解

都可以唯一地表示为




其中：

为数域P中的数。此式称为线性齐次方程组（※）的通解。

    注：求出了方程组（※）的基础解系，就掌握了方程组（※）的全部解的核心，同时也就掌握了方程组（※）的全部解。因此求基础解系是学习高等代数应掌握的最基本的技术之一，每本高等代数书够介绍了求基础解系的标准方法，这是必须理解并掌握的。

    2. 一般线性方程组（1）的解的结构由下面的结论构成：

    引理3. 线性方程组（1）的两个解之差是它的导出方程组（※）的一个解。

    引理4. 线性方程组（1）的一个解与它的导出方程组（※）的一个解之和是线性方程组（1）的一个解。

    线性方程组解的结构定理：如果

是线性方程组（1）的一个特解，

（秩A=r<n）为其导出方程组（※）的一个基础解系，则线性方程组（1）的通解为：




其中：

为数域P中的数。

四．经典例题
    例1. 求下列方程组的基础解系和通解

      ⑴

             ⑵


    解：⑴ 对方程组的系数矩阵施行初等行变换：







故原方程组同解于如下方程组




于是有：



，

令

，

令

，

由此得原方程组的一个基础解系为




其通解为：



。

    ⑵ 对方程组的系数矩阵施行初等行变换：




故原方程组与如下方程组同解：



；

令

；

令

。

由此得方程组的基础解系为：




其通解为：



。

    例2. 求下列方程组的通解




    解：对此方程组的增广矩阵施行初等行变换如下：




故原方程组的解为




令

，得此方程组的一个特解为



；

而此方程组的导出方程组的解为




令

，

令

，

故原方程组的通解为：



。

    例3. 设线性齐次方程组




的系数行列式

，而

中某一元素

的代数余子式

。证明：此方程组的所有解都可以写成




的形式，此处k为任意数。

    分析：从要证明的结论看，事实上就是要证明

为一基础解系，由条件

与存在

知：此方程组的系数矩阵的秩为n－1，故基础解系的确只有一个向量，又结论中的

为第i行代数余子式，联想到按行展开的公式便可证明。

    证明：因为

，而

的代数余子式

，所以秩A= n－1，故此方程组的基础解系只有一个解向量。

    由于




因此

是此方程组的一个解，又

，所以

为非零解向量，因而线性无关。从而

为此方程组的一个基础解系，其任意解均可写为：



，    k为任意数。

    例4. 设线性方程组



      （＃）

其中

不全为零，系数矩阵的秩为r<n，

为(＃)的一个特解，

为（＃）的导出方程组的一个基础解系，令




则：⑴

线性无关；

    ⑵（＃）的任意解向量

可表示为




其中：


    证明：⑴由结构定理知

均是（＃）的解，今设




将

代入上式，整理得




注意到：

。否则由

知：

可由

线性表出，这样

应是（＃）的导出方程组的一个解，但这是不可能的，因为由题设

不全为零知，

不可能是（＃）的导出方程组的一个解。于是有




因

线性无关，所以




从而有

（

）。

    综上，

线性无关。

    ⑵设

是（＃）的任意一个解，因为

－

为（＃）的导出方程组的一个解，所以



－

可由

线性表出，即




将

代入上式，移项整理得




令

，则有




且

。

7.23.5教学方法：

讲授法
7.23.6 作业安排及课后反思

作业: P157：20， 22

课后反思：基础解析与极大无关组的关系
7.23.7课前准备情况及其他相关特殊要求

1．向量空间的定义

2．齐次线性方程组有唯一解的条件

7.23.8参考资料

黎克麟 宋乾坤 郭发明编著《高等代数教学分析与研究》，P83-87
7.24 教学单元二十四
7.24.1教学日期：

7.24.2教学目标：理解矩阵的概念，掌握矩阵的加法、乘法和数量乘法及其规律。 

7.24.3教学内容：第四章 矩阵——§1 矩阵及其运算
教学重点：掌握矩阵的乘法规则，特别注意矩阵乘法交换律不成立所造成的“困难”。 

教学难点：不能很好理解“矩阵乘法交换律不成立所造成的一些现象和事实”。
7.24.4教学过程：

一．矩阵的应用和加法 

1. 在讨论线性方程组时已经看到矩阵所起的作用，而本章主要是把矩阵作为代数对象来进行研究—引入各种运算，研究这些运算的规律。

    2. 矩阵的概念从形式上包含了向量，行向量是一个1×n矩阵，列向量是一个n×1矩阵。

    3. 关于矩阵的加法没有什么特别之处，主要要注意两个相加的矩阵必须由相同的行数和列数，而矩阵相加就是矩阵的对应元素相加。

二．矩阵的乘法 

两个矩阵只有当第一个矩阵的列数=第二个矩阵的行数时才能相乘。这个乘法可以图示如下：




    注意1：矩阵乘法不满足交换律。一种情况是AB有定义，但BA没有定义；如：A为一2×3矩阵，B为一3×4矩阵，则有AB，但BA没有定义。第二种情况是AB与BA均有定义，但AB与BA型不一样；如A为一2×3矩阵，B为一3×2矩阵，则AB为一2×2矩阵，但BA为一3×3矩阵。第三种情况是AB与BA均有定义，型也一样，但还是没有

。如：

    设




则




显然，AB

BA。

　　注意2：两个不为零的矩阵的乘积可以为零，这是矩阵乘法的又一特点。如上例中的A，B，就有

。由于矩阵乘法的这一特点，关于矩阵乘法的消去律不成立。即由AB=AC不一定有B=C。如：




则有：

，但

。同样，由

，也不一定就有

。

　　注意3：有了矩阵乘法的概念，可以简化线性方程的写法：

　　设有线性方程组




令




则线性方程组(1)便简化为




其导出方程组记为：




而方程组(1)的增广矩阵可记为：



。
注意4：关于矩阵乘法的交换律。我们给出如下命题。

　　命题１．设

，若

，则

，k为正整数。

　　证明：当k =1时，命题成立。

　　假设k=n时命题成立，则当k=n+1时有：




故对一切正整数命题都成立。

　　命题２. 设

若

则




    证明留给读者。

　　以上两个命题旨在说明交换律的重要性。但矩阵乘法一般不满足交换律，故上面两个命题对任一的

矩阵就不一定成立了。

三．数量矩阵 

1．关于单位矩阵。单位矩阵在矩阵乘法中的地位和作用相当于１在数的乘法中的地位和作用，特别应注意和数的乘法一样，我们对任一

矩阵A (

0)，规定了

。

    2．关于数量矩阵

。它给出了矩阵的数乘运算与矩阵的乘法运算之间的联系。设A为

矩阵，则有：




若A为一

矩阵，则有：




四．矩阵的转置和矩阵多项式
1．关于转置运算。若A为一

矩阵，则有：

。

    2．关于矩阵的多项式。只有方阵才谈论矩阵的多项式。设

（数域P上

矩阵全体），

。则



。

注意最后一项为数量矩阵

，而不是一个数

。这里反映的是多项式一章中为什么把

看成一个形式符号，事实上就多项式而言，我们规定的是

，而对矩阵多项式则规定

。

五．一些特殊矩阵

   定义１. 设

，若对一切

，当

时，有

，则称A为对角形矩阵。即




有时也写成：

。

　　显然有：

。

    定义２. 设

，若对一切

<

均有

，则称A为n阶上三角形矩阵。即




　　类似地，若对一切

<

均有

，则称A为下三角形矩阵。即




    命题３. (1) 若A，B均为n阶对角形矩阵，则A+B，kA，AB仍为n阶对角形矩阵； (2) 若A，B均为n阶上（下）三角形矩阵，则A+B，kA，AB仍为n阶上（下）矩阵。

    证明：只证明两个上三角形矩阵的积仍为上三角形矩阵，其余留作练习。

    设 

令

由定义有




由假设，当

>

时，有

，且

。因此




故C为一上三角形矩阵。

　　定义３. 矩阵Ａ称为对称矩，如果

；矩阵

称为反对称的，如果

。

　　对称矩阵的一般形式为：




　　反对称矩一般形式为：




7.24.5教学方法：

讲授法
7.24.6 作业安排及课后反思

作业: P197: 1, 2(1,6,8), 3
课后反思：矩阵运算与向量运算的关系
7.24.7课前准备情况及其他相关特殊要求

1．向量的运算

7.24.8参考资料

黎克麟 宋乾坤 郭发明编著《高等代数教学分析与研究》，P91-97
7.25 教学单元二十五
7.25.1教学日期：

7.25.2教学目标：理解矩阵乘法规律，掌握矩阵乘积的秩的不等式。 

7.25.3教学内容：第四章 矩阵代数——§1矩阵及其运算
教学重点：掌握矩阵乘积的秩的不等式。 

教学难点：对矩阵乘积的秩的不等式的证明的理解。
7.25.4教学过程：

一．方阵及其行列式

矩阵是一个非常广泛的概念，不是每一个矩阵都可以谈论行列式，只有那些方阵才有行列式，设

，令




则矩阵Ａ的行列式




事实上，方阵与其行列式可用映射的观点给出，即：

。

二．方阵退化与可逆的一致性
矩阵是否为退化的与矩阵是否可逆一致。而退化的刻化，可用行列式，也可用矩阵的秩来刻化，即

矩阵

为退化矩阵

。

三．矩阵乘积的秩

　　关于不等式

秩


　　在此我们给出一个更清析的分析。

　　分析证明：要证秩

秩(

),秩（

））只须证明：秩

秩

且秩

秩

即可。

    先看不等式秩

秩

是否成立，为此我们设




    则

其中

。即




令

；

。则有：




即

的列向量组

 可由矩阵A的列向量

线性表出，则向量组

的秩不超过向量组

的秩。即

秩

秩


再来研究：秩

秩

是否成立。

    注意到：矩阵B与矩阵C的行向量的维数都是s维的，若令




则有关系式




即AB的行向量

可由矩阵B的行向量组

线性表出，因而

秩

秩


综上，便有

秩

秩

秩

。

三．经典例题
    例1.设A，B均为n阶方阵，k为任意数。问下列命题是否成立？为什么？

    ⑴   

.

    ⑵   


    答：以上两个式子均不成立。对于⑴，令

，则



。

    但 

。

    对于⑵，一般地应有：




故仅当k=0,1时，⑵式成立。对一般的k，⑵式不成立。

    例2. 设A是一个

矩阵，秩A =1，证明：

    1）


    2）


    分析 ：设

。由于秩

=1，说明阵A的行向量组的秩为1，矩阵A的列向量组的秩为1，若设

为A的行向量组，不妨设

为极大线属于无关组。则应有




从而        


    证明：1）设

。不妨设A的第一行非零，则A的其余各行与第一行成比例。即





 EMBED Equation.2  

    2）将A 

代入

，有





 EMBED Equation.2  


 EMBED Equation.2  

                 



 EMBED Equation.2  

                 



 EMBED Equation.2  


 EMBED Equation.2  

                 


    其中：



 EMBED Equation.2  
 。

7.25.5教学方法：

讲授法
7.25.6 作业安排及课后反思

作业: P199: 4, 5
课后反思：讲矩阵的乘法与线性方程组的解及解空间联系起来
7.25.7课前准备情况及其他相关特殊要求

1．行列式的定义和性质

2．向量组的极大无关组
7.25.8参考资料

黎克麟 宋乾坤 郭发明编著《高等代数教学分析与研究》，P98-100
7.26 教学单元二十六
7.26.1教学日期：

7.26.2教学目标：理解逆矩阵的概念，掌握逆矩阵的有关性质，掌握逆矩阵与伴随矩阵的关系。
7.26.3教学内容：第四章  矩阵——§3 矩阵的逆
教学重点：掌握逆矩阵的有关性质，掌握逆矩阵与伴随矩阵的关系。
教学难点：对公式

的理解。

7.26.4教学过程：
一．可逆矩阵的定义 

逆矩阵概念的提出是类比推理的结果，但在矩阵中有其特殊性，这主要表现在矩阵乘法的交换律不一定成立，因此定义中强调



。

二．怎样求逆矩阵
  1. 在逆矩阵的概念诞生以后，要解决的问题是：

问题1：一个

阶方阵在什么条件下是可逆的？

问题2：如果

可逆，怎样求

？

    关于问题1的探讨：

    设

，我们希望找到

，使



  或  


比较容易断定

，才可能有逆。并且




而此公式与如下公式：




类似，因而取


    于是有：


推论：对于

阶方阵只要




则

都可逆，且互为逆矩阵。

    2. 关于逆矩阵的运算有如下结论：

定理：设

为

阶可逆方阵，则：

① 

为可逆方阵，且

。

② 

仍为可逆方阵，且

。

③ 

仍为可逆方阵，且

。

④ 

。

    3. 注意矩阵的逆

不能写成

。前一种写法的分子为1，而1不是矩阵的单位元素，这肯定是错误的。而后一种写法的错误在于：表达式

的不确定性，即不知道

是

，还是

，我们知道

不一定等于

（因矩阵乘法不满足交换律）。

4. 逆矩阵的一个重要性质

性质：一个矩阵乘以一个可逆矩阵其秩不变，即设

是一个

矩阵，如果

是



可逆矩阵，

是

可逆矩阵，则

秩

秩

秩

。

三．经典例题

例1. 求方阵

的逆矩阵。

    解：计算

的所有代数余子式如下：




则

的逆矩阵为



。

    例2. 对线性方程组的应用。

    设有线性方程组




记




由矩阵的乘法，有




当矩阵

可逆时，此方程组有唯一解且其解为



。

    注：这种情形只不过是方程组中的一种极特殊情形。

    例3. 设

是

阶矩阵，证明：秩


    证明：①当秩

时，由公式

知：

，故秩

。

    ②当

，此时由公式

有：

，于是有：

，从而有：

；

    另一方面，由

知：

中有一元素的代数余子式不为零，这说明

中有一元素不为零，从而

。由此可知：

。

    ③

，

的所有

阶子式均为零，这样

的所有元素的代数余子式均为零，故

，从而秩

。

7.26.5教学方法：

讲授法
7.26.6作业安排及课后反思

作业: P201: 20(1,2,3)
课后反思：矩阵与其伴随矩阵的秩的关系
7.26.7课前准备情况及其他相关特殊要求

1．行列式按行（列）展开的性质

7.26.8参考资料

黎克麟 宋乾坤 郭发明编著《高等代数教学分析与研究》，P100-102
7.27  教学单元二十七
7.27.1教学日期：

7.27.2教学目标：理解矩阵分块的思想，掌握分块矩阵运算的规则。
7.27.3教学内容：第四章 矩阵——§4 矩阵的分块
教学重点：分块矩阵运算的规则 

教学难点：在实际处理问题时，不能根据实际需要提出科学的分块方案。
7.27.4教学过程：
一．分块矩阵的概念
    矩阵的分块是数学经济化思想的产物，它体现着一种思想方法，但是这种方法有其“随意性”——对单个矩阵来说，怎么分是随意的，但对一个具体问题常常又有一定之规矩，这是学习它的难点，也是需要用心体会的地方。

关于分块矩阵的概念。

其基本想法是把一个“大矩阵”看成是由若干个小矩阵组成的，而每一个小矩阵又当成矩阵的元素。如设




其中：  


就是矩阵的一种分块，把分了块的矩阵叫分块矩阵。

二．怎样分才是科学的
因分块有随意性，科学的分块必须根据矩阵的特点来分，涉及到运算时有：

    1. 加法

    设

是两个

矩阵，且：

都用同样的方法进行分块。




    2. 乘法

    设

，把

进行分块，但要求A的列的分法与B的行的分法一致：




其中：矩阵右边的数

和

分别表示左边的小块矩阵的行数，而矩阵上边的数

和

表示它们下边的小块矩阵的列数，因而




    把

中各小块矩阵看成元素，然后按通常矩阵乘法把它们相乘，就是




其中：


    注意1：在上述的分块方法下，上式中的乘积

都是有意义的，且都是

型矩阵，即

也是

型矩阵。

    注意2：实际上分块矩阵方法的所有困难都与分块矩阵的乘法相关，请务必深刻理解。

三．准对角形矩阵
准对角形矩阵是一类特殊的，看起来比较简单而又十分重要的矩阵。在此，我们给出准对角形矩阵的定义及简单运算。

    定义：形式为




的矩阵，其中

为

级

，称为准对角形矩阵，简称为准对角矩阵。

    关于准对角矩阵的基本结论：

    对于两个有相同分块的准对角形矩阵




若它们相应的分块是同级的，则有

    ① 


    ② 


    ③ 

。

四．经典例题

例1. 设



 EMBED Equation.2  
，

的一种方法：

    将

按行分块，

，而

看成是一个

分块矩阵，则




由此可以看出，

的行向量是

的行向量组的线性组合。

    同理，将

按列进行分块，

，而将

看成是一个

矩阵，则




这说明

的列向量组是矩阵

的列向量组的线性组合。

    注：有了分块矩阵的乘法之后，就很容易理解不等式：

的证明了。

    例2：一种重要的分块方法——解题技巧

    设



 EMBED Equation.2  
，将矩阵

按列进行分块，即

，而把

整个看成是一分块矩阵，即

为

矩阵，则




这种分块方法常常和线性齐次方程组联系起来命题，因若

，则有




从而有




这说明

是线性齐次方程组

的解，

。请特别注意这一点，下面我们用一个例子加以说明：

    设



 EMBED Equation.2  
且

，证明：秩

。

    证明：对矩阵

按列进行分块，设为

，则由

有：




从而有




这说明

是线性齐次方程组

的解，

。而线性齐次方程组

的基础解系所含向量的个数为

，于是由

是线性齐次方程组

的解，

知：向量组

的秩

，即

，故

秩

。

    从这个例子就可以看出，这种分块方法在解题过程中的作用，当然，与此种方法相类似的也可将矩阵

按行进行分块，即

，而将矩阵

看成

矩阵，便有




但这种分块方法在实际解题过程中没有什么应用。

7.27.5教学方法：

讲授法
7.27.6作业安排及课后反思

作业：P201: 21, 22
课后反思：分块矩阵 运算对象更加抽象化 结构化
7.27.7课前准备情况及其他相关特殊要求

1．矩阵乘法的条件

7.27.8参考资料

黎克麟 宋乾坤 郭发明编著《高等代数教学分析与研究》，P103-105
7.28 教学单元二十八
7.28.1教学日期：

7.28.2教学目标：掌握三种初等矩阵，理解初等矩阵与矩阵初等变换之间的关系。
7.28.3教学内容：第四章 矩阵——§5 初等矩阵
教学重点：理解初等矩阵与矩阵初等变换之间的关系；掌握用初等变换求可逆矩阵的逆矩阵的方法。

教学难点：用初等变换求可逆矩阵的逆矩阵这一方法的原理。
7.28.4教学过程：
一．三种初等矩阵
初等矩阵是一类极为特殊的矩阵，它们是由单位矩阵E经过一次初等变换而得到的，它
们都是可逆矩阵。由于初等变换有三种，因此初等矩阵分为三类：

1. 互换单位矩阵E的i行与j行的位置所得的初等矩阵，记为

，即




且

。

2. 用数域P中非零常数k乘以单位矩阵E的第i行所得的初等矩阵，记为

，即




且

。

3. 把单位矩阵E的j行的k倍加到i行所得的初等矩阵，记为

，即




且

。

结论：初等矩阵的逆矩阵仍是初等矩阵。

二．初等矩阵的重要性
初等矩阵的重要性主要体现在下面的结论中

引理：对一个

矩阵

作一初等行变换就相当于在

的左边乘以相应的

初等矩阵；对

作一初等列变换就相当于在

的右边乘以相应的

初等矩阵。

这个引理告诉我们：在我们求矩阵的秩和求解线性方程组中所使用的初等变换过程，事实上，是对某个矩阵左乘或右乘初等矩阵的过程。由于初等矩阵是可逆的，根据定理4，便很容易明白“矩阵的初等变换不改变矩阵的秩”。

三．矩阵的等价关系与矩阵的分类

定义：矩阵

与

称为等价的，如果

可以由

经过一系列初等变换得到。

说明1：我们约定用

～

表示

与

等价，则上述定义可表述为：



～



 EMBED Equation.2  
有初等矩阵

使得

。

这样，在所有

矩阵之间建立了一个关系“～”，这一关系具有如下性质：

(i)  反身性：即对任何

矩阵都有：

～

；

(ii)  对称性：若

～

，则

～

。

    事实上，若

～

，则有初等矩阵

使得

，从而有




这说明：

～

。

(iii)   传递性：若

～

，且

～

，则

～

。

利用定义不难证明传递性。请读者自己给出它的证明。

说明2：由于

矩阵之间的关系“～”具有反身性、对称性和传递性，这说明关系“～”的确是

矩阵之间的一个等价关系。因而利用此关系“～”可以对

矩阵进行分类，为此我们有如下结论：

定理：设

为任意

矩阵，

，则 

～

，并称

为

的标准形。

由这个定理和等价关系的性质，我们有如下重要推论：

推论：设

，

是两个

矩阵，则

～



 EMBED Equation.2  
。

说明3：由上面的定理和推论可知，任意两个

矩阵等价的充分必要条件是：它们的秩相等，即矩阵的秩是判断两个

矩阵是否等价的唯一特征，因此我们认为：矩阵的秩是一个代数不变量。另一方面，对一个

矩阵

来说其秩满足：

。故按等价关系“～”可以将所有

矩阵分为

类。

四．求逆矩阵的初等变换方法

由于n阶可逆方阵的秩为n，其标准形就是单位矩阵E，即任一n阶可逆方阵都等价于单位矩阵E，由说明1，有

定理：设

为一n阶方阵，则



可逆

存在初等矩阵

使得

或


          



 EMBED Equation.2  
经过一系列初等变换化成单位矩阵E。

由此定理可知：

。这说明：如果用一系列初等行变换把可逆矩阵

化成单位矩阵，那么同样地用这一系列初等行变换去化单位矩阵E，便得到

，但是怎样才能在对

施行初等行变换时，同时也对E施行一次同样的变换呢？其基本想法如下：

把

和E拼成一个

矩阵

，根据矩阵的分块乘法，有




即对矩阵

施行初等行变换，当将前半部分化成单位矩阵E时，后半部分就是矩阵

的逆矩阵

。

五．经典例题

例1. 求方阵

的逆矩阵。

    解：计算

的所有代数余子式如下：




则

的逆矩阵为



。

    例2. 对线性方程组的应用。

    设有线性方程组




记




由矩阵的乘法，有




当矩阵

可逆时，此方程组有唯一解且其解为



。

    注：这种情形只不过是方程组中的一种极特殊情形。

    例3. 设

是

阶矩阵，证明：秩


    证明：①当秩

时，由公式

知：

，故秩

。

    ②当

，此时由公式

有：

，于是有：

，从而有：

；

    另一方面，由

知：

中有一元素的代数余子式不为零，这说明

中有一元素不为零，从而

。由此可知：

。

    ③

，

的所有

阶子式均为零，这样

的所有元素的代数余子式均为零，故

，从而秩

。

例4. 求矩阵

的逆矩阵

。

解：对矩阵

施行初等行变换如下：




所以

。

例5．当矩阵

可逆时，求解矩阵方程

的初等变换方法。

方法：因方阵

可逆时，矩阵方程

的解为：

。因此，可以利用求逆矩阵的初等行变换方法来计算出

，即作矩阵

，然后对矩阵

施行初等行变换，当前半部分化成单位矩阵E时，后半部分就是

。

如：解矩阵方程

。

解：对矩阵

施行初等行变换如下：




故

。

读者可以仿此方法给出求解矩阵方程

的初等变换方法。

7.28.5教学方法：

讲授法
7.28.6作业安排及课后反思

作业：P201: 20(4,5,8)
课后反思：初等变换与初等矩阵的一致性
7.28.7课前准备情况及其他相关特殊要求

1．可逆的准对角性矩阵的求逆方法

2. 复习矩阵的乘法

7.28.8参考资料

黎克麟 宋乾坤 郭发明编著《高等代数教学分析与研究》，P106-109
7.29 教学单元二十九
7.29.1教学日期：

7.29.2教学目标：：掌握分块矩阵的初等变换，理解并掌握分块矩阵在计算行列式和求逆矩阵等方面的应用。
7.29.3教学内容：第四章  矩阵——§6分块矩阵的应用

教学重点：掌握分块矩阵的初等变换，理解并掌握分块矩阵在计算行列式和求逆矩阵等方面的应用。
教学难点：本节中所涉及到的命题的证明的理解。
7.29.4教学过程：
一．乘法与初等变换
分块矩阵的初等变换：

    设矩阵

为一分块矩阵：




则与一般矩阵一样，我们可以对分块矩阵

施行初等变换。就初等行变换而言，有

    1°换行变换：




    2°倍法变换：




    3°消法变换：




    注：此时i行上的“分块”与j行上的“分块”应有相同的行数和列数。

基本结论：分块矩阵的初等变换不改变矩阵的秩

二．分块矩阵的应用

1.  用分块矩阵计算行列式

命题1. 设

是一个4分块n阶矩阵，其中

分别为

，

矩阵。

(1)  若

可逆，则

；

(2)  若

可逆，则

。

证明：(1)由分块矩阵的乘法，有




两边取行列式，由于




故




(2) 类似于(1)便可证明。

    推论1. 设

是一个4分块n阶矩阵，其中

分别为

，

矩阵。

(1)  若

可逆且

，则

；

(2)  若

可逆且

，则

。

推论2. 

是一个4分块n阶矩阵，若

可逆，且

，

，则

。

示例1. 计算




解：由命题1，有




2.  用分块矩阵求可逆矩阵的逆矩阵

命题2. 设

是一个4分块n阶矩阵，则

(1)  若

可逆，则矩阵

可逆当且仅当

可逆，且




(2) 若

可逆，则矩阵

可逆当且仅当

可逆，且




证明：略。

推论3. 设

是一个4分块n阶矩阵，其中

，

均可逆，则

(1)  若

，则

；

(2)  若

，则

；

(3)  若

，则

。

示例2. 用分块矩阵求矩阵




的逆矩阵。

解：设

，则

，

，于是有

。由推论3(2)，得



。

3.  用分块矩阵证明矩阵秩的一些性质

引理1. 设

为任意两个矩阵，则



。

证明：当

中有一个的秩为零时，结论是显然的。设




则

有r阶子式

，

有s阶子式

，于是

至少有

阶子式




因此



。

引理2. 设

是

矩阵，

是

矩阵，

是

矩阵，则




              特别




证明：略。

命题3. 设

都是

矩阵，则



。

证明：因为




由矩阵乘积的秩不大于每一因子的秩，故由上式得



。

推论4. 设

都是

矩阵，则



。

推论5. 设

都是

矩阵，则



。

命题4. 设

分别是

和

矩阵，且

，则

。

证明：由于

，故




由引理1及引理2，得



。

示例3. 设

是n阶方阵，且

，则

。

证明：由于

，从而有

，由命题4，得




又由命题3，有




故



。

示例4. 设

为n阶方阵，且

，则 

。

证明：由于

，从而有

，由命题4，得




又由命题3，有




注意到：

，从而有



。

命题5.（Frobenius不等式）设

分别是

矩阵，则



。

    证明：因为




于是由引理1和引理2，得




故



。

推论4.（Sylvester不等式）设

分别是

矩阵，则



。

证明：因

，由Frobenius不等式便得。

命题6. 设

都是n阶方阵，则



。

证明：因为




于是




命题7. 设

都是n阶方阵，则



。

证明：因为




于是有




    关于分块矩阵的应用到此就介绍完了，细心的读者不难发现，在我们所讨论的三方面的应用中，用分块矩阵计算行列式和用分块矩阵求逆矩阵一般情况下仍是复杂的，仅对一些特殊的行列式和矩阵才简单一些。但分块矩阵方法在矩阵秩方面的应用，确充满技巧而且往往比较简单，是值得认真体会和学习的。

7.29.5教学方法：

讲授法
7.29.6作业安排及课后反思

作业：P202: 23(1,2), 28, 29
课后反思：分块矩阵在矩阵求逆和解线性方程组的应用
7.29.7课前准备情况及其他相关特殊要求

1．复习Cramer法则

2．复习矩阵求逆的方法 

7.29.8参考资料

黎克麟 宋乾坤 郭发明编著《高等代数教学分析与研究》，P110-116
7.30  教学单元三十
7.30.1教学日期：

7.30.2教学目标：：明确二次型概念，理解非退化线性替换的作用，深刻理解合同矩阵的概念.
7.30.3教学内容：第五章  二次型——§1 二次型的矩阵表示

教学重点：明确二次型概念，理解非退化线性替换的作用，深刻理解合同矩阵的概念.
教学难点：深刻理解合同矩阵的概念.
7.30.4教学过程：
一．本章的研究对象和基本研究方法

二次型的研究起源于解析几何中关于二次曲线和二次曲面的研究. 如当坐标原点于中心重合时，一个有心二次曲线的一般方程是



.

而一个有心二次曲面的一般方程是



.

在解析几何中，我们考虑的是：选择适当的旋转坐标变换，将二次曲线或二次曲面的一般方程化成标准方程，从而更容易把握其几何性质.

本章的目的是把解析几何中关于二次曲线和二次曲面的研究方法一般化.

研究对象：二次曲线、二次曲面的代数一般化——二次型.

定义5.1.1. 设P是一个数域，一个系数在数域P中的

的二次齐次多项式




称为数域P上的一个n元二次型，简称二次型.

基本方法：旋转坐标变换方法的一般、扩张化——线性替换方法.

定义5.1.2. 设

是两组文字，系数在数域P中的一组关系式




称为由

的一个线性替换，或称为线性替换. 如果

，则称为非退化的线性替换.

稍加思索或运算，我们不难发现有如下基本结论.

基本结论：非退化线性替换把二次变成二次型.

二．关于二次型矩阵表示法的唯一性

设有矩阵



.

记

，则有：



.

这说明二次型

的矩阵表示法是不唯一的. 事实上，对任意n级方阵

及n维列向量

，

均表示一个n元二次型. 为了解决二次型的矩阵表示的唯一性，我们引入二次型的矩阵的概念如下：

定义5.1.3. 设

为一n元二次型，如果n阶对称矩阵

满足：




则称

二次型

的矩阵.

注1：二次型的矩阵是唯一确定的. 参见下面的命题：

命题1. 设

为数域P上文字

的二次型的全体构成的集合，

，则

与

之间存在一个1—1对应.

证明概要：定义映射σ如下：




不难验证σ为一个1—1对应.

注2：设

，由于

为1×1矩阵，故

，

这里不要求矩阵

是对称的.
三．对二次型的两点认识

1．从函数的观点看二次型.

数域P上的二次型

可以看成是数域P上n个变量

的函数. 这样，函数

与变量的表示法没有关系. 即若




则着两个二次型可看成是同一个二次型. 换句话说，二次型

由它的矩阵完全确定.

2．从数值函数的观点看二次型.

数域P上文字

的二次型

可以看成是定义在

上的n元数值函数. 对

有：

为P中唯一确定的数. 即

：

为以

中的向量为变量的数值函数.

3. 二次型等价与矩阵的合同关系

定义5.1.4. 设

为可逆方阵且

，则二次型




称为等价的二次型.

命题2. 二次型等价当且仅当它们的矩阵彼此合同.

4. 本章的研究目标

本章研究二次型在非退化线性替换下的变化情况. 具体讲，研究二次型主要要解决如下两个问题：

问题1. 任意二次型在非退化的线性替换下能否化简成只含平方项的二次型——标准形？用矩阵语言叙述为：任意对称矩阵是否都合同于一个对角矩阵？

问题2. 数域P上两个二次型等价的充分必要条件是什么？用矩阵语言叙述为：数域P上两个对称矩阵合同的充分必要条件是什么？

四．经典例题
例1.  设矩阵

，求二次型

的矩阵.

分析：如果矩阵

为一对称矩阵，自然二次型

的矩阵就是

，但题设没有说明

是对称的，故只能把

看成是一个一般的n阶矩阵. 这样，若设二次型

的矩阵为

，则

要是对称的且有

. 为此，只有矩阵

满足条件.

解：令矩阵

，不难验证：




且

，故二次型

的矩阵为

.

例2.  寻找非退化线性替换，将下列二次型化成只含平方项的二次型.

①

；       ②

；      ③

.

分析：此三题都含有项

，如果要将此三题化成只含平方项的二次型，就是使表达式中不含有项

，利用中学所学的知识通过配方法便可处理①、②两题；对于③，虽然配方法不灵，但施行一个简单的变换即可.

解：① 因

，作非退化线性替换

或

（注意：两组文字的个数必须相等，否则肯定不是非退化线性替换）便得：

.

② 由

，作非退化线性替换

或

得：



.

③ 作非退化线性替换

便得：

.

小结：对于两个变量的二次型，我们有：
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即，对于二元二次型总可以找到非退化线性替换将它化为只含平方项的二次型.

7.30.5教学方法：

讲授法
7.30.6作业安排及课后反思

作业：P232: 1(1, 3, 6)
课后反思：二次型所表示的几何图形与其代数特征的关系
7.30.7课前准备情况及其他相关特殊要求

1．复习矩阵的乘法 对称矩阵 矩阵的转置

7.30.8参考资料

黎克麟 宋乾坤 郭发明编著《高等代数教学分析与研究》，P117-119
7.31  教学单元三十一
7.31.1教学日期：

7.31.2教学目标：：掌握将二次型化成标准形的三种方法—配方法、矩阵法和初等对称变换法.
7.31.3教学内容：第五章  二次型——§2 标 准 形
教学重点：掌握将二次型化成标准形的三种方法—配方法、矩阵法和初等对称变换法.
教学难点：任意二次型均可化成标准形的证明的理解；根据一二次型的特点取矩阵来将二次型化成标准形.
7.31.4教学过程：
一．标准型
本节主要讲述怎样将一个二次型化成只含平方项的二次型（标准形）的理论根据和具体实现的基本方法，即对“问题1”的探索. 我们在§5.1中的例2已经发现：任意二元二次型通过配方都可以化成标准形，下面我们继续沿着这一思路探索，为此，我们进行支持性试验，考虑三元二次型的情形，可否通过配方化成标准形.

先看一个具体例子：

示例1. 将二次型

化成标准形.

具体配方过程如下：




作非退化线性替换

，得




小结：通过配方我们成功地将三元二次型转化为了一个平方项与一个二元二次型的和，而二元二次型是肯定能配成标准形的，因此，再进行一次配方并作一次非退化线性替换，即可将此二次型化成标准形.

注：请特别注意第一次配方所含盖的项，把所有含有

的项都囊括了.

示例2. 将三元二次型

化成标准形.

注意到此二次型是不含平方项的二次型，不能象示例1那样立即进行配方，那么，能不能先将其转化为示例1的形式呢？答案是肯定的，只需要作一次非退化线性替换. 具体做法如下：

作非退化线性替换

，得二次型



.

至此，相信读者也可完成下面的工作了.

小结：此问题的关键是作第一次非退化线性替换，对问题进行转化.

二．关于三元二次型的一般讨论



.

讨论：

1°若

，配方如下：




作非退化线性替换

，将此二次型转化为：




下面只需对二元二次型

配方，便可肯定的将此二次型化成标准形.

2°若

，但

，作非退化线性替换

，将二次型转化为：




用1°的方法便可以化成标准形.

3°若

，但

，作非退化线性替换

就可转化为与2°相类似的形式.

4°若

，此时该二次型为



.

实际为一二元二次型，总可以化成标准形.

小结：对一般的三元二次型总可以通过配方或者作一次非退化线性替换后再配方，将三元二次型能否化成标准形的问题转化为能否将一般二元二次型化成标准形的问题，由于一般二元二次型总可以配方成标准形，因此三元二次型也总可以通过配方化成标准形. 这种化归的数学思想，正是数学归纳法的思想. 因此，对n元二次能否化成标准形的问题，不难想到用数学归纳法进行证明，从而获得如下定理.

定理5.2.1. 数域P上任意二次型都可以经过非退化线性替换化成标准形



.

用矩阵语言来叙述，便得

定理5.2.2. 数域P上任意对称矩阵都合同于一对角矩阵.

用数学符号来表示定理2，即是：设

是数域P上一方阵，若有

，则存在一可逆矩阵

使得



，

其中：

中不为零的个数=秩

.

7.31.5教学方法：

讲授法
7.31.6作业安排及课后反思

作业：P232 I (2, 4), II
课后反思：将一般二次型化为标准型是否改变其形状？
7.31.7课前准备情况及其他相关特殊要求

1．复习矩阵的乘法

2．复习矩阵的合同关系

7.31.8参考资料

黎克麟 宋乾坤 郭发明编著《高等代数教学分析与研究》，P121-123
7.32  教学单元三十二
7.32.1教学日期：

7.32.2教学目标：理解二次型规范形与二次型分类之间的关系，掌握复数域和实数域上两个对称矩阵合同的充分必要条件.
7.32.3教学内容：第五章  二次型——§3 唯一性与二次型的分类
教学重点：理解二次型规范形与二次型分类之间的关系，掌握复数域和实数域上两个对称矩阵合同的充分必要条件.

教学难点：实数域上二次型的规范形的唯一性的证明.

7.32.4教学过程：
一．两个矩阵合同的充分必要条件
本节是对我们在第一节中所提出的问题2的探索，即要寻求“两个对称矩阵合同的充分必要条件是什么？”.

【基本思路】设A，B是两个对称矩阵，则A与B合同等价于：它们所对应的二次型



与

等价. 因此，寻求A与B合同的充分必要条件，可转化为寻求二次型

与

等价的充分必要条件. 而

与

等价的充分必要条件能否通过将这两个二次型化成标准形后，比较它们的标准形来寻求呢？（就象当初我们寻求两个

矩阵等价的充分必要条件是通过将这两个矩阵都化成“标准形”，然后比较它们的标准形是否异同来断定它们是否等价，并发现“两个

矩阵等价的充分必要条件是它们的秩相等”一样.）但在此处，我们不难发现这一思路“有点问题”，因二次型的标准形不是唯一的：

示例：设有二次型

.

1°作非退化线性替换

，得标准形



.

2°作非退化线性替换

，得标准形



.

结论：在一般数域内二次型的标准形不是唯一的，而与所作的非退化线性替换有关. 同时也告诉我们：不能简单地由两个二次型的标准形是否相同来判定它们是否等价.

【修正思路】虽然我们不能简单地由两个二次型的标准形是否相同来判定它们是否等价. 但若我们将二次型的标准形进行改进，继续对标准形实行非退化线性替换，将其化得更简单以至于不能再简单了（如：化成所有平方项的系数都是1或－1），即所谓规范形. 这样我们就可以比较两个二次型的规范形是否相同来断定它们是否等价了.

【问题转化】设一二次型

的标准形为




其中：r =二次型

所对应的矩阵的秩. 那么，能否通过非退化线性替换将此标准形转化为系数为1或

的标准形——规范形？

不难发现：能否通过非退化线性替换转化为系数为1或

的标准形涉及到系数域是复数域还是实数域. 因此，两个二次型等价的充分必要条件与这两个二次型所在数域有关.

二．复系数二次型的主要结论

定理5.3.1. 任意一个复系数二次型，经过一适当的非退化线性替换可以化成规范形，规范形是唯一的. 即
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推论5.3.1. 两个复系数对称矩阵合同的充分必要条件是它们的秩相等.
三．实系数二次型的主要结论

定理6.3.2.（惯性定律）任意一个实数域上的二次型，经过一适当的非退化线性替换可以便成规范形；规范形是唯一的. 即




其中：

.

分析说明：要证明惯性定律，关键是要证明规范形的唯一性. 而唯一性问题表述为：设实二次型

经非退化线性替换




分别化成规范形式



,



.

需要证明：

.

我们假定：

.由于可以把规范形

看成是由规范形

经过非退化线性替换

得到的，设

，即经过非退化线性替换




后，得

    

.    (

)

为了说明

将出现矛盾，我们特别找

的一组值使得设式的右边恒大于0，而左边非负. 为此，令

，注意到关系

，则

等价于




由于

，上述线性齐次方程组有非零解，设

是一个非零解. 显然，

，将这个解代入(

)的右端，就得到



.

而将这个解通过

代入(

)的左端，并注意到：

，因而，必有



.

这是一个矛盾. 它说明

不能成立，因而

. 同理可证：

.

定义5.3.1. 在实二次型

的规范形中，正平方项的个数

称为

的正惯性指数；负平方项的个数

称为负惯性指数；它们的差

称为

的符号差.

对于实对称矩阵，我们有如下重要推论

推论5.3.2. 两个实对称矩阵合同的充分必要条件是：它们具有相同的秩且有相同的正惯性指数.

四．复对称矩阵和实对称矩阵的合同类

如果我们把

级对称矩阵，按合同关系进行分类，即把彼此合同的

级对称矩阵算一类，那么，由推论1和推论2，我们有如下结论：

结论5.3.1. 所有

级复对称矩阵有

个不同的合同类.

结论5.3.2. 所有

级实对称矩阵有

个不同的合同类.

四．经典例题
例1.  确定实二次型

的秩和符号差.

分析：因对一个一般的二次型很难知道它的秩与正惯性指数，自然求不出它的符号差了. 因此，必须将该二次型化成标准形来求解.

解：若

全为零，则

的秩和符号差均为零.

若

不全为零，不妨设

，将

化成标准形：



.

由此可知：

当

时，秩（

）= 3；且

若

，

，则符号差为

.

若

，

，则符号差为1.

若

，

，则符号差为1.

若

，

，则符号差为

.

当

时，秩（

）= 2；且符号差为0.

综上，便得

(1)  若

全为零，则秩（

）= 0，

的符号差为0.

(2)  若若

不全为零时，有

1°若

，则秩（

）= 3，

的符号差为

；

2°若

，则秩（

）= 3，

的符号差为1；

3°若

，则秩（

）= 2，

的符号差为0.

例2.  证明实二次型




的秩和符号差与

无关.

分析：要证明二次型

的秩和符号差与

无关，首先得计算出

的秩和符号差. 因此，需先将二次型

化成标准形或能够判断它的秩与符号差的情形. 注意，此处不需要求出相应的非退化线性替换，可利用初等对称变换方法化二次型

的矩阵成标准形（不管下半部分）.

解：因二次型

达到矩阵




说明：变换过程是将

的第1列分别乘以

加到第2，…，n列；然后再将

的第1行分别乘以

加到第2，…，n行. 继续施行初等对称变换，得




说明：把矩阵

的第2列的

倍依次加到第1，3，…，n列上；然后矩阵

的第2行的

倍依次加到第1，3，…，n行上. 便得到矩阵

.

由于矩阵

与矩阵

合同，故原二次型

等价于二次型



.

由此可知：二次型

的秩为2，符号差为零，与

无关.

7.32.5教学方法：

讲授法
7.32.6作业安排及课后反思

作业：P233: 4, 5, 6
课后反思：二次型的规范型与数域的关系
7.32.7课前准备情况及其他相关特殊要求

1．复习二次型的标准型.

7.32.8参考资料

黎克麟 宋乾坤 郭发明编著《高等代数教学分析与研究》，P123-126
7.33  教学单元三十三
7.33.1教学日期：

7.33.2教学目标：理解正定二次型和正定矩阵的概念，掌握二次型正定的判别条件；特别是正定矩阵判别的充分必要条件.

7.33.3教学内容：第五章  二次型——§4正定二次型
教学重点：理解正定二次型和正定矩阵的概念，掌握二次型正定的判别条件；特别是正定矩阵判别的充分必要条件.

教学难点：本节中所涉及到的命题的证明的理解。
7.33.4教学过程：正定矩阵判别的充分必要条件的证明.
一．正定二次型的概念

定义5.4.1. 实二次型

称为正定的，如果对任意一组不全为零的实数

都有

.

注意：如果我们用函数的观点来看二次型，则可以把

看成是

的一个实函数，即




亦即对

，我们有

. 于是上述定义可表述为：

二次型

正定当且仅当对

，我们有

.

显然，二次型

是一正定二次型，但二次型
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不是正定二次型. 不难发现

推论5.4.1. 二次型

正定的充分必要条件是：

.

二．正定性的判别

问题：对任意二次型

怎样去判断它的正定性呢？

思考和解决问题的一般原则：首先解决最简单的情形，然后用把复杂情形，一般情形归结为这个最简单情形的方针来解决复杂情形，一般情形.

显然，上面的推论是问题的特殊情形. 容易想到，解决此问题的思路是：将一般二次型化成标准形，然后由标准形来判断是否正定. 但是，在将一个一般二次型化成标准形的过程中，二次型的正定性会不会发生改变呢？

下面我们就来分析此问题. 假设




若

正定，则对

，有

. 于是对

，注意到：由

可逆且

，有

，从而有：



.

这说明二次型

正定.

反之，若二次型

正定，对

，有



.

这说明二次型

正定.

基本结论：非退化线性替换保持二次型的正定性不变.

由此基本结论及上面的推论，立即可得

定理 5.4.1. n元实二次型

是正定的充分必要条件是它的正惯性指数等

于n. 即二次型

的标准为



.

三．正定矩阵及其判别

定义5.4.2. 实对称矩阵

称为正定的，如果二次型

正定.

推论5.4.2. 一个实对称矩阵是正定的当且仅当它与单位矩阵合同. 即



正定

使得

.

证明：设

为一实对称矩阵，若

正定，则实二次型

正定，由定理5.4.1知：此二次型

的标准形为



.

故存在可逆矩阵

使得

.

推论5.4.3. 若

正定，则

.

证明：因

正定，由推论5.4.2，有可逆矩阵

使得

，从而

.

注意：在定义5.4.2中，要判断一个实对称矩阵

是否是正定矩阵须用二次型

的正定性来判别，或根据推论5.4.3寻求一个可逆矩阵

使得

. 但在实际中，这两者都不方便. 那么，有没有更为简便的方法来判断

达到正定性呢？下面我们就来寻求其它的判别方法.

设有二次型

，

，即

，而二次型
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所对应的矩阵为

，注意到当

时，二次型

正定可得二次型

正定（为什么？请想一想），由推论5.4.3知



.

定义5.4.3. 设

为一对称矩阵，对于

，行列式



.

称为矩阵

的

阶顺序主子式.

将上面的推导总结起来，便得到如下结论

结论5.4.1.（

正定的必要条件）实对称矩阵

正定，则

的所有顺序主子式大于零.反之，如果一个实对称矩阵

的所有顺序主子式均大于零，矩阵

是不是正定的呢？

设

为一对称矩阵，

的所有顺序主子式

. 我们来考察

是否与单位矩阵合同. 因

，取矩阵

，其中

，则




令

，则矩阵

的

阶顺序主子式


[image: image365.wmf].
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这是由

的第一列分别乘以

加到第

列（利用

）得到的.这说明：

的一切顺序主子式皆大于0，自然可以想到，对矩阵

按与

类似的方法降阶. 不过，更聪明的想法是做归纳假定：假设对所有

阶实对称矩阵，如果它的所有顺序主子式均大于0，则它合同于单位矩阵. 这样便有

阶可逆矩阵

，使得

，于是，令



.

则我们有



.

这说明：矩阵

合同于单位矩阵

，故

正定.

综上所述，我们有

定理5.4.2. 实对称矩阵

正定的充分必要条件是

的所有顺序主子式皆大于0.

四．与正定性平行的概念
定义5.4.3. 设

是一实二次型，若对

都有

(i)  

，则称二次型

为负定的.

(ii)  

，则称二次型

为半正定的.

(iii)  

，则称二次型

为半负定的.

(iv)  若

既不是半正定的又不是半负定的，则称它为不定的.

推论5.4.4. 实二次型

为负定的充分必要条件是二次型

为正定.

对于半正定二次型也有与正定二次型相对应的类似结论：

定理5.4.3. 对于实二次型

，

，下列条件等价

(1)  

是半正定的.

(2)  

的正惯性指数与秩相等.

(3)  有可逆实矩阵

，使得



，其中

.

(4)  有实矩阵

，使得

.

(5)  
[image: image366.wmf]A

的所有主子式皆大于或等于零.

注：所谓主子式就是行指标与列指标相同的子式.

证明：(1)

(2). 若

半正定，设

的标准形为：



，

.

我们不难证明非退化线性替换保持半正定性不变，因而

.故

的正惯性指数与秩相等.

(2) 

(3). 若

的正惯性指数与秩相等，则存在可逆矩阵

，作非退化线性替换

，得二次型

的标准形为：



，其中

.

即



.

其中

.

(3) 

(4). 因




其中

.于是有



.

令

，则有

，即(4)成立.

(4) 

(1). 若有实矩阵

，使得

，则对于二次型

，任取

，有

，故二次型

为半正定二次型.

下面我们证明(1)

(5) .

(1) 

(5). 设二次型

为半正定二次型，任取

的一个

级主子式相应的矩阵



，其中

.

作以

为矩阵的

元二次型



.

因为二次型

半正定，所以对任意非零的

元向量

，

. 特别地，取

，便得到



.

所以对任意非零的实

元向量

都有

，即

为半正定二次型，从而有

，故

的任意主子式均大于或等于零.

(5) 

(1). 设

的主子式均大于或等于零. 作以

为矩阵的二次型



.

任取

的

级顺序主子式



.

由行列式的性质，得



.

其中

是

的一切

级主子式之和（

）.由于

的

级主子式也是

的

级主子式，而

的主子式均大于或等于零，故

，

. 从而，当

时，有

，

，这说明：当

时，

是正定矩阵. 若二次型

不是半正定的，则存在一非零向量

，使得

.设

（

），取

（因

，于是

），则有

. 这与

时，二次型

为正定二次型矛盾.从而

为半正定二次型.

五．典型例题

例1.   二次型

的顺序主子式

均不为零，则存在非退化线性替换

，使



.

证明：用数学归纳法.

当

时，命题是显然的. 假设命题对

成立，考虑

：令




其中

为线性齐次方程组




的非零解（若

，则

是线性齐次方程组

的非零解，这与

矛盾）.于是，对二次型

作非退化线性替换

，得



.

两端取行列式，得：



.

                 所以



.

从而，有

.

令

，由归纳假定，知存在

，



使得



.

令

，取

，则二次型

经非退化线性替换

，有



.

注. 此题实际上给出了顺序主子式不为零时求二次型标准形的一个公式.

例2.  设

为n个实数，问二次型




何时正定？

解：令

便得：



.

但必须要求所作的线性替换是非退化的，即



.

故当

时，二次型

正定.

例3.  证明：(1) 如果

是正定二次型，那么




是负定二次型；

(2)  如果

是正定矩阵，那么

，这里

是

的

级顺序主子式；

(3)  如果

是正定矩阵，那么

；

(4)  如果

是n级实可逆矩阵，那么

.

证明：(1)作非退化线性替换

，即



.

则
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因

为正定矩阵，所以

为负定二次型.

(2)  因

为正定矩阵，故其顺序主子式

所对应的矩阵

也是正定矩阵，由(1)知，二次型




是负定二次型. 而
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因

负定，则

，从而有



.

(3)  由(2)有



.

(4)  由

为实可逆矩阵，则

为正定矩阵（推论5.4.2），于是




由(3)知



.

7.33.5教学方法：

讲授法
7.33.6作业安排及课后反思

作业：P233: 7(1,2), 8(1), 10, 12
课后反思：正定二次型的几何形状
7.33.7课前准备情况及其他相关特殊要求

1．复习方阵的行列式

1．复习分块矩阵的乘法

7.33.8参考资料

黎克麟 宋乾坤 郭发明编著《高等代数教学分析与研究》，P127-137
8．课程要求

8.1学生自学的要求：

1．按老师指定内容自学（课前预习、课后复习）

2．按自己实际学习状况自学

8.2课外阅读的要求：

多看老师指定参考书籍，积极思考课堂布置的课外思考题。

8.3课堂讨论的要求

积极思考，积极提问，积极回答

9．课程考核方式及评分规程

9.1出勤（迟到、早退等）、作业、报告等的要求：

出勤：缺一次扣平时成绩3分,迟到、早退扣平时成绩2分，事假扣平时成绩1分。

作业：全批全改，用A、A-、B、B-四个等级，分别表示90-100、80-89、70-79和60-69。

9.2成绩的构成与评分规则说明：

没有期中考试时：平时成绩占30%，期末卷面成绩占70%折算成学科成绩。

有期中考试时：平时成绩占20%，期中卷面成绩占20%，期末卷面成绩占60%折算成学科成绩。

9.3考试形式及说明（含补考）

平时以出勤和作业为主，期末卷面分A、B卷，难度相当，题型与分值相同，重复率不超过15%，任选一套作期末试卷，另一套作补考试卷 

10．学术诚信规定

10.1考试违规与作弊

严格遵守并执行学校《学生手册》
10.2学术剽窃等
遵守知识产权，除非教师有特别要求，否则所有的作业、论文等都应学生自己完成。
11．课堂规范

11.1课堂纪律

遵守学校学生手册和行为规范。
11.2课堂礼仪
课堂教学是人才培养的重要环节，课堂是大学生接受教育的神圣殿堂。良好的课堂行为规范，是大学生素质的重要体现，是大学生良好精神风貌的重要体现，是高校学风建设的关键。  
（1）学生应认真完成每一堂课的各个教学环节，至少提前十分钟到达上课地点；  
（2）学生应自觉遵守和维护课堂纪律，上课期间应关闭手机、MP3等通讯和娱乐设备；禁止在教室内及附近大声喧哗； 
（3）为保证一个清新的课堂教学环境，不得携带食物、饮料等进入课堂食用，不得在教室内吸烟；
（4）学生在课堂上应举止言行得体，不得有不文明的言语和举动；男女同学之间交往应得体，不得在课堂内表现出不雅言行；  
（5）学生在课堂上应尊重老师，未经老师许可，不得随意进出教室或做出其他不雅举止，课间值日生应主动为老师擦黑板； 
（6）为保持清洁的教学环境，学生应自觉维护教室内及走廊卫生，不得在课桌、教室墙壁等处涂抹刻画，不得在教室及走廊随地吐痰或乱扔杂物；
（7）学生应保持良好的个人形象，自觉遵守作息时间，保证上课精力充沛、精神饱满，禁止上课睡觉；课堂着装应得体，不得穿拖鞋、背心上课，不宜过度暴露。
（8）学生应根据课程教学安排认真完成课前预习、课堂笔记、课后作业。课堂上应积极参与讨论，认真回答问题，不做与课堂教学无关的事情。
（9）严格按课程表出勤，不迟到，不早退。认真对待教师课堂考勤，答到时应举手示意，声音响亮，不得替他人答到。
（10）不得旷课，因病因事不能正常出勤者应履行有关请假手续
12．课程资源

12.1教材与参考书

使用教材：
北京大学数学系几何与代数教研室代数小组编，高等代数（第三版），高等教育出版社，1988.
参考书：
1．北京大学数学系几何与代数教研室代数小组编，高等代数（第二版），高等教育出版社，1988.
2．张禾瑞，郝鈵新编，高等代数（第三版），高等教育出版社，1985.

3．黎克麟 宋乾坤 郭发明编著《高等代数教学分析与研究》，四川大学出版社，2004.
12.2专业学术专著

《代数学教程》（英文版）

12.3专业刊物
1．各高校学报(自然科学版)；

2．《数学通报》，《数学认识与实践》，《工程数学学报》等

12.4网络课程资源

借助于校园网，开设学术论坛。使用e-mail、进行即时的沟通交流等等。采用网上辅助教学手段，对拓展学生的知识面，活跃教学气氛，提高教学效率都有很好的促进作用。

12.5课外阅读资源
1．刘云英，张益敏，曹锡皞，李景斋编，高等代数习作课讲义，北京师范大学出版社，1987.
2．王正文编著，高等代数分析与研究，山东大学出版社，1994.
13．教学契约

13.1阅读课程实施大纲，理解其内容

13.2同意遵守课程实施大纲中阐述的标准和期望

14．其他说明

《代数与几何》是数学各专业的基础核心课程，对数学后继学科的学习起关键作用；对物理等其它工科的一些学科的基础。务必请同学们学好它：

1．树立目标,为之奋斗;

2．正确掌握代数的学习方法，多与任课教师和高年级同学沟通讨论；

3．独立完成作业，不懂则问；
4．作业书写要求过程严谨，字迹工整、清晰。

5．常预习和复习巩固。
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