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《线性代数》
说明
线性代数教学实施大纲包括基本信息、教学理念、课程描述、教师简介、课程目标、课程内容及学时分配、课程教学实施、参考书、学生课程学习要求、课程考核方式及评分规程、课堂规范、课程资源、教学合同等13部分内容。其中课程教学实施是本大纲的主要阐述内容：在主要参考线性代数 (许彪、谢巍、兰恒友主编，西南交通大学出版社出版) 教材，在自然章节的基础上分15个讲授单元，一个课时作为机动课时，总计30学时进行授课，每一授课单元累计教学时间2课时。以教材自然章节为撰写单元，撰写内容包括教学目标，教学重难点，教学内容，教学过程等。其中教学过程以每一讲为单位依次进行撰写，包括具体的课堂设计，采用的教学方法、授课过程，课堂讨论的主题、相关阅读材料、作业内容、课前准备情况、课后反思内容等方面，个别章节依据授课内容做细微调节。本大纲以线性代数 (许彪、谢巍、兰恒友主编，西南交通大学出版社出版) 为主要讲课参考教材，同时参考同济大学数学系编《工程数学线性代数》第五版，及李博纳、苏燕玲编著《线性代数》清华大学出版社出版。
	基本信息
课程代码：10001578
课程名称：线性代数
学    分：2
总 学 时：30
先修课程：高等数学
学    期：2015-1016/1
授课对象：工艺141-145及卓越、工管141-144、医工141-142、高分子141-142、非金141、应化141-143
任课教师：李柳芬
学    院：理学院
联系电话：13541688509


1．教学理念
（1）培养学生的计算能力
计算能力是数学能力中的基本内涵之一，是人们培养更多的数学能力的必备要素，同时也是人们对社会现象进行数量化的基础。因此，在数学教学中着力去培养学生的计算能力是十分重要和必要的。所谓计算能力，是指会根据法则、公式正确地进行运算、处理数据，并理解算理，能够根据问题条件，寻求与设计合理、简捷的运算途径的能力。

（2）培养学生的多种思维能力
思维是人们认识的高级阶段，是人脑对客观事物的间接的概括的反映。感性认识是思维活动的源泉和依据，儿童的思维经历着从动作思维、具体形象思维到抽象逻辑思维的发展过程，而这三种思维是相互联系的，通常不能单纯地运用某一种思维形式。这就要求在教学内容的编排中，针对这一特点，设计出由具体形象的动画中引入抽象的数学内容的教学过程，同时给学生创造出思维的空间，采用师生交互的方法，让学生参与课堂教学的全过程。
（3）培养学生的空间观念

实际情况是完成数学教学任务的需要。培养学生的空间观念，能够促进学生想象力的发展。因此，在几何知识教学的环节设计中，要从基础的几何知识、形体入手，使学生在认识基本的几何形体之后，充分发挥想象力，从而培养学生的创造能力和灵活运用知识的能力。
（4）培养学生良好的数学态度
数学教学不仅仅是对数学知识的传授，更重要的是要培养学生良好的数学态度：
1）要学会反思，引导学生在数学活动中，在自己的思考过程中，有意识地理解自己和别人行为背后的实质，从而达到学习数学的更高境界；
2）要使学生发展一种超乎语言学水平的语言，特别是发展那种用变量来说明问题的语言，即“数学语言”；
3）要培养转换观点，在某些问题或某一领域内，已知与未知、常量与变量、数与形等都是有可能相互转换的，要使学生学会这种复杂的解题策略，并能识别错误的转换；
 4）把握与给定问题相适应的精确度；
 5）认识一个问题中的数学结构（如果有的话），如果一个情境不适合用数学，就不要用；
 6）处理个人的数学活动时，总应力争达到数学学科所要求的更高水平。
 
2．课程描述
线性代数是讨论代数中线性关系经典理论的课程，它具有较强的抽象性和逻辑性，其方法广泛应用于科学技术的各个领域。它是高等学校工科本科各专业的一门重要的基础理论课。

由于线性问题广泛存在于科学技术的各个领域，而某些非线性问题广泛存在于科学技术的各个领域，而某些非线性问题在一定条件下，可以转化为线性问题，因此本课程所介绍的方法广泛地应用于各个科学。尤其在计算机日益普及的今天该课程的地位与作用更显得重要。
3．教师简介
李柳芬，讲师，硕士研究生，本科毕业于兰州大学数学系信息与计算科学专业，硕士毕业于云南大学基础数学专业，主要研究方向是应用泛函分析方向向量优化。
4．课程目标
通过本课程的教学，应使学生掌握该课程的基本理论与方法，并为学习相关课程及进一步扩大数学知识面奠定必要的数学基础，培养学生学习数学的兴趣，让学生从根本意义上爱上数学课程，培养学生运用代数方法分析、解决实际问题的能力。
5．课程内容及学时分配
（1）行列式（6学时）

行列式的定义及性质，三、四阶行列式的计算方法。一些有规律的n阶行列式的计算方法，克拉默法则。
重点：行列式的定义和性质，三、四阶行列式的计算，克拉默法则
难点：n阶行列式的计算

（2）矩阵（6学时）

矩阵的定义，单位矩阵、对角矩阵、对称矩阵，矩阵的线性运算、乘法、转置及其运算规律，逆矩阵及求逆矩阵是方法，矩阵的初等变换，矩阵的秩及其求法，满秩矩阵和分块矩阵的性质。

重点：矩阵的概念，矩阵的各种运算及其运算规律，逆矩阵的概念及其求法，矩阵的初等变换，矩阵的秩及其求法

难点：矩阵的初等变换及其应用

（3）向量组的线性关系（6学时）

n维向量的定义，向量组线性相关、线性无关的概念及判定定理，向量组的极大线性无关组，向量组的秩，向量空间、子空间基与维数。
重点：n维向量的概念，向量组的线性相关性和线性无关性的定义及判别方法

难点：向量组线性相关与线性无关的判别及应用

（4）线性方程组（5学时）

齐次线性方程组有非零解的充要条件，非齐次线性方程组有解的充要条件，齐次线性方程组的基础解系与通解，非齐次线性方程组的解的结构与通解，用初等行变换求解线性方程组的方法。

重点：齐次线性方程组的基础解系与通解概念，非齐次线性方程组的通解概念，用初等行变换求解线性方程组的方法。

难点：求解非齐次线性方程组的通解
（5）二次型及其相似矩阵（7学时）

矩阵的特征值与特征向量的概念及其求法，线性无关的向量组正交规范化的施密特方法，正交矩阵及其性质，相似矩阵及其性质，矩阵对角化的充要条件，实对称矩阵的相似对角矩阵的求法，正交矩阵、正交规范化的施密特（Smidt）方法，二次型及其矩阵表示，二次型的秩，化二次型为标准型的正交变换法，二次型的正定性及其判别法。

重点：矩阵的特征值与特征向量的概念及其求法，线性无关的向量组正交规范化的施密特方法，实对称矩阵对角化方法

难点：化二次型为标准型的正交变换法
6.课程教学实施
	第一讲
	课时/课次:
	教学日期（学年/学期）

	行列式的定义
	2/1
	2015-16/1

	教学目标

	一、初步了解线性代数这门课程的主要内容及学习方法;

二、掌握二阶、三阶及n阶行列式的定义；

三、掌握行列式的性质；

	教学内容

	知识点：

一、二阶和三阶行列式的概念及计算方法；

二、n阶行列式、余子式和代数余子式的概念；

三、几种特殊的行列式的计算；
四、行列式的性质
重点:

二、三阶行列式计算方法；行列式的性质；
难点: 

关于代数余子式的两个重要性质；

	教学过程及教学方法

	1、 二阶和三阶行列式的概念及计算方法
由消元法求解二元线性方程组
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通过上例引出二阶行列式的定义及计算方法——对角线法则，找到二阶行列式与二元线性方程组的关系，由此利用二阶行列式的计算去求解对应的方程组。

例1-1  求解二元线性方程组
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（讲授）

把二阶行列式的定义作推广给出三阶行列式的定义，介绍三阶行列式的计算方法——对角线法和沙路法。

练习1  计算三阶行列式
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例1-3  求解方程
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强调：对角线法则只适用于二阶及三阶行列式！把二阶行列式与二元线性方程组的关系推广到三阶行列式中，利用三阶行列式去求解对应的三元方程组。

例1-4  求解三元线性方程组
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二、n阶行列式的概念
观察找到二阶、三阶行列式的共同规律，由此引出n阶行列式的定义，介绍余子式和代数余子式，并从定义出发求简单行列式，如对角行列式、上三角行列式和下三角行列式。
例1-5 证明：
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（提问，讲授）

练习2  计算n阶行列式
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例1-6  计算下三角行列式
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（讲授）

思考：
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（提问）

练习3  上三角行列式
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三、 行列式的性质

1. 行列式与它的转置行列式相等；（数学归纳法证明）

行列式中行与列具有同等的地位，因此行列式的性质凡是对行成立的对列也同样成立.
2. 互换行列式的两行（列），行列式变号.（互换行列式两行两列分别记为
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[image: image14.wmf]13

123218

306306

218123

rr

«

=-

 或 
[image: image15.wmf]12

123213

306036

218128

cc

«

=-


    3. 如果行列式有两行（列）完全相同，则此行列式值为零.
    4. 行列式等于它的任一行(列)的各元素与其对应的代数余子式乘积之和，即
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或
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     例如  若3阶行列式D的第3行的元素依次为1、2、3, 它们的代数余子式分别为2、3、4, 则D=           
思考：若3阶行列式D的第3行的元素依次为1、2、3, 它们的余子式分别为2、3、4, 则D=            （提问）
     例如  设行列式
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的值.
5. 行列式某一行(列)的元素与另一行(列)的对应元素的代数余子式的乘积之和等于零. 即 
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     例如 对于行列式
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	作业安排

	习题一(P20)：1，2（1）（4）（5）

	课后思考

	


	第二讲
	课时/课次:
	教学日期（学年/学期）

	行列式的定义
	2/2
	2015-16/1

	教学目标

	一、掌握行列式的性质；
二、掌握三阶、四阶、五阶行列式的计算方法；

	教学内容

	知识点：

一、行列式的性质

二、三阶、四阶、五阶行列式的计算方法；

重点:

行列式的性质；四阶、五阶行列式的计算
难点: 

四阶、五阶行列式的计算

	教学过程及教学方法

	一、行列式的性质（续）

6.行列式的某一行（列）中所有的元素都乘以同一数k ，等于用数k乘此行列式.
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7.行列式的某一行（列）中所有元素的公因子可以提到行列式符号的外面．
例如    
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练习4  若2阶行列式
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8.行列式中如果有一行(列)的元素全为零，则此行列式等于零.
9.行列式中如果有两行（列）元素成比例，则此行列式为零．
10.若行列式的某一列（行）的元素都是两数之和，则该行列式也可拆成相应的两个行列式之和.
例如   
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练习5  若2阶行列式
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11.把行列式的某一列（行）的各元素乘以同一数然后加到另一列(行)对应的元素上去，行列式不变．
例如   
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二、四阶、五阶行列式的计算

由上一讲的行列式的性质，不难归纳出计算一般行列式的常用方法有：

（1）利用行列式展开降成低阶行列式；

（2）利用性质11（即运算
[image: image34.wmf]ij
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）把行列式化为上三角行列式；

例1-7  计算行列式
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例1-8  计算行列式
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	作业安排

	习题一(P20)：A组2，3，4，7，8；

	课后思考

	


	第三讲
	课时/课次:
	教学日期（学年/学期）

	行列式的计算

和克拉默法则
	2/3
	2015-16/1

	教学目标

	一、掌握几种有规律的n阶行列式的计算方法；
二、掌握克拉默法则。

	教学内容

	知识点：

一、几种有规律的n阶行列式的计算方法；

二、克拉默法则；

重点:
行列式的计算方法和克拉默法则
难点: 

n阶行列式的计算

	教学过程及教学方法

	一、几个特殊类型的n阶行列式的计算
例1-9  计算行列式
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例1-10  计算行列式
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例1-11 计算行列式
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解 
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上述结果可推广到n阶，称这种行列式叫范德蒙德(Vandermonde)行列式. 即
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（可以用数学归纳法来加以证明）
例1-12  计算爪形行列式
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例1-13  计算行列式
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二、克拉默法则
我们主要讨论非齐次线性方程组
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和齐次线性方程组           
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的解的情况.
定理1.1（克莱默法则） 如果线性方程组(1)的系数行列式不等于零，即
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则线性方程组(1)有唯一解

[image: image54.wmf]3
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推论1  如果非齐次线性方程组(1)的系数行列式
[image: image55.wmf]0
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，则(1)一定有解，且解是唯一的.
推论2  如果非齐次线性方程组(1)无解或有两个不同的解，则它的系数行列式
[image: image56.wmf]0
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.
推论3  如果齐次线性方程组(2)的系数行列式
[image: image57.wmf]0
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，则(2)没有非零解（即只有零解）.
推论4  如果齐次线性方程组(2)有非零解，则它的系数行列式
[image: image58.wmf]0
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.
结论1  如果齐次线性方程组(2)的系数行列式
[image: image59.wmf]0
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，则(2)有非零解.
例1-14  用克拉默则解方程组
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（讲授）
例1-15  用克拉默则解方程组
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（课堂练习）
例1-16  问
[image: image62.wmf]l

取何值时，齐次方程组
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思考：当线性方程组的系数行列式为零时,能否用克拉默法则解方程组?为什么?此时方程组的解为何?


	作业安排

	习题一（P20）：B组1，2（4）（6）

	课后思考

	1. 设n阶行列式
[image: image64.wmf]123
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，求第一行各元素的代数余子式之和：
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教材习题一B组2（2）（3）（5），3（2）（3），4，5，6


	第四讲
	课时/课次:
	教学日期（学年/学期）

	矩阵的概念和矩阵的运算
	2/4
	2015-16/1

	教学目标

	一、了解矩阵的概念；

二、熟悉几类特殊的矩阵；
三、掌握矩阵的运算

	教学内容

	知识点：

一、矩阵的概念和几类特殊的矩阵；
二、矩阵的加法和数乘运算；
三、矩阵的乘积
重点:

矩阵的线性运算及矩阵的乘积
难点: 

矩阵的乘积运算

	教学过程及教学方法

	一、矩阵的概念和几类特殊的矩阵
引例  研究线性方程组
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的解时，为了方便把其系数和常数项取出来并按原来的位置排成下列数表：
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由此引出矩阵的定义.

定义2.1 由
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称为
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矩阵，记作
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简记为
[image: image73.wmf](
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介绍几类特殊的矩阵：
1.行矩阵：只有一行的矩阵称为行矩阵，如
[image: image74.wmf](
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2.列矩阵：只有一列的矩阵称为列矩阵，如
[image: image75.wmf]1
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3.方阵：行数和列数相等的矩阵称为方阵，记作
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，如3阶方阵
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4.对角矩阵：形如
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5.单位矩阵：形如
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的方阵，其中对角线上的元素全为1，称为单位矩阵，记作E.
6.零矩阵：元素全为0的矩阵，称为0矩阵，
[image: image82.wmf]mn
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的0矩阵记作
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. 不同型号的0矩阵不相等.
7.同型矩阵和矩阵相等：两个矩阵的行数相等、列数相等时，称为同型矩阵. 两个矩阵为同型矩阵并且对应位置上的元素相等，称为相等矩阵.
在逻辑上，
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的矩阵
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    设一组变量
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的变换由m个线性表达式给出：
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其中
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称为该变换的系数，称这种变换为从变量
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到变量
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的线性变换. 线性变换的系数构成一个
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叫该线性变换的系数矩阵，任何一个线性变换都与其系数矩阵一一对应. 如恒等变换
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与n阶单位矩阵
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对应. 在平面解析几何中，有新旧坐标之间的旋转变换
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二、矩阵的加法和数乘

    定义2.2设有两个
[image: image98.wmf]mn
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称为矩阵A与B的和，记作
[image: image101.wmf].
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    注意：只有同型矩阵才能进行加法运算.
    例2-1  
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设A,B,C,O均为
[image: image103.wmf]mn
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矩阵，容易证明加法满足以下运算规律：
    （1）交换律：
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    （2）结合律：
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    （3）
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设
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    定义2.3 设
[image: image110.wmf]l

是常数，
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称为数
[image: image113.wmf]l

与矩阵A的乘积.
    设A,B均为
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    （1）
[image: image117.wmf](
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矩阵相加与数乘矩阵合起来，统称为矩阵的线性运算.
三、矩阵的乘积

    定义2.4 设矩阵
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    例2-2   
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例2-3   设
[image: image126.wmf]1012

1130

0514

A

-

æö

ç÷

=-

ç÷

ç÷

-

èø

，
[image: image127.wmf]034

121

311

121

B

æö

ç÷

ç÷

=

ç÷

-

ç÷

-

èø

，求AB.（讲授）
注意：只有当第一个矩阵的列数等于第二个矩阵的行数时，两个矩阵才能相乘.
    例如 
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例2-3   设
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    例如 
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 （提问，练习）
    根据矩阵乘积的定义可以证明以下运算规律：
   （1）
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（4）
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（5）设A是n阶方阵，m,k为正整数，则
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image139.wmf],
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    注意：矩阵不满足交换律，即
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    例如 设
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但也有例外，比如设
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    例2-4 设
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例2-5  写出下列两个线性变换对应的线性变换矩阵，并写出从变量
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 （讲授）
以上例子说明，线性变换的乘积仍为线性变换，它对应的矩阵为两线性变换对应的矩阵的乘积.


	作业安排

	习题二（P61）：A组1，2（1）（2）（3）（4）（7），5

	课后思考

	1. 设A,B为同阶方阵，
[image: image154.wmf](
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成立的充要条件是什么？
2. 设A,B为同阶方阵，
[image: image155.wmf](
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	第五讲
	课时/课次:
	教学日期（学年/学期）

	矩阵的运算和逆矩阵
	2/5
	2015-16/1

	教学目标

	一、掌握矩阵的转置运算规律和方阵的行列式性质；
二、了解伴随矩阵和逆矩阵的概念；

三、掌握逆矩阵计算及运算性质；

	教学内容

	知识点：

一、矩阵的转置运算及规律；

二、方阵的行列式及其性质；
三、伴随矩阵和逆矩阵的概念和性质；

四、逆矩阵的求法；
重点:

矩阵的转置、方阵的行列式性质和逆矩阵的计算
难点: 

逆矩阵的计算

	教学过程及教学方法

	一、矩阵的转置
    定义2.5  将
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    矩阵的转置也可以看做是一种运算，满足下列规律：
   （1）
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性质(2)和(4)还可推广到一般情形:
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    例2-6 已知
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  求
[image: image169.wmf](
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 （讲授）
定义2.6  设A为n阶方阵，如果满足
[image: image170.wmf]T

AA

=

，则称A为对称阵；若n阶方阵满足
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，则称A为反对称阵.     
例如 
[image: image172.wmf]1261

680

106

A

æö

ç÷

=

ç÷

ç÷

èø

为对称阵；


[image: image173.wmf]013
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    例2-7 设列矩阵
[image: image174.wmf](
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，E为n阶单位矩阵，
[image: image176.wmf]2
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，证明H是对称矩阵，并且
[image: image177.wmf]T
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.    （讲授）
    例2-8  证明任一n阶矩阵A 都可表示成一对称阵与一反对称阵之和.   （讲授）
二、方阵的行列式
定义2.7  由n阶方阵A的元素所构成的行列式，叫做方阵A的行列式，记作
[image: image178.wmf]A

或
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    例如
[image: image180.wmf]12

34

A

æö

=

ç÷

èø

，则
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    方阵的行列式有下列性质：
（1）
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   （n为正整数）
例2-9   设A为3阶方阵，且
[image: image186.wmf]2
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，求
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的值.   (讲授)
三、伴随矩阵和逆矩阵

定义2.8  行列式
[image: image188.wmf]A

的各个元素的代数余子式
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称为A的伴随矩阵.
容易证明伴随矩阵具有如下的性质：

[image: image191.wmf].
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定义2.9  对于n阶矩阵A，如果有一个n阶矩阵B，使得AB=BA=E，则说矩阵A是可逆的，并把矩阵B称为A的逆矩阵.  A的逆矩阵记作
[image: image192.wmf]1
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     例如  设
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 则因为AB=BA=E，所以B是A的一个逆矩阵.
例2-10  设
[image: image194.wmf]21
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 求A的逆矩阵.   （讲授，用定义去求）
例2-11 设
[image: image195.wmf]12
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 则由定义可以验证
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     说明：

(1)若A是可逆矩阵，则A的逆矩阵是唯一的.
(2)若B是A的逆矩阵,则A是B的逆矩阵.

     下面给出方阵存在逆矩阵的条件及逆矩阵的求法.
     定理2.1 矩阵A可逆的充要条件是
[image: image197.wmf]0
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，且
[image: image198.wmf]1
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     推论  对于n阶方阵A，若存在n阶方阵B，使得AB=E(或BA=E)，则A可逆，且
[image: image199.wmf]1
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（即，要验证B是A的逆矩阵，只需验证AB=E或BA=E其中之一就可以了）
     当
[image: image200.wmf]0
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时，A称为奇异矩阵，当
[image: image201.wmf]0
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时，A称为非奇异矩阵.由定理2.1可知，可逆方阵即为非奇异方阵.
逆矩阵具有如下的性质：
（1）若A可逆，则
[image: image202.wmf]1
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（2）若A可逆，数
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（3）若A,B为同阶方阵且均可逆，则
[image: image207.wmf]AB

也可逆，且
[image: image208.wmf](
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（4）若A可逆，则
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也可逆，且
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（5）若A可逆，则
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当
[image: image212.wmf]0
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时，还可以定义
[image: image213.wmf](

)

01

,,

k

k

AEAAk

--

==

为正整数.

设
[image: image214.wmf],
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均为整数，则
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四、逆矩阵的求法

例2-12  求方阵
[image: image216.wmf]123
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的逆矩阵.   （讲授，用定理2.1去求）
例2-13  求方阵
[image: image217.wmf]12313
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 求矩阵X使其满足AXB=C.   （讲授）
例2-14  设方阵A满足
[image: image218.wmf]2
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，证明A和A+2E都可逆，并求出它们的逆矩阵.   （讲授，用逆矩阵的概念）
例2-15  设3阶方阵A,B满足关系：
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 ，求矩阵B.   （讲授）
例2-16  设
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可用数学归纳法证明：
设
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，则
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（k为正整数）.

	作业安排

	习题二（P62）：A组6，7，9（2）（4），10（1）（4），13，14

	课后思考

	B组1，2，3，4，5，6，8
若A可逆，那么矩阵方程AX=B是否有唯一解
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XAB

-

=

? 矩阵方程XA=B是否有唯一解
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	第六讲
	课时/课次:
	教学日期（学年/学期）

	分块矩阵和矩阵的秩与初等变换
	2/6
	2015-16/1

	教学目标

	一、了解分块矩阵的概念及运算
二、掌握矩阵的秩和矩阵的初等变换
三、了解初等矩阵

	教学内容

	知识点：
一、 分块矩阵的概念及运算；
二、矩阵的秩和矩阵的初等变换；

三、初等矩阵；
四、利用矩阵的初等变换求解矩阵方程

重点:

利用矩阵的初等变换求矩阵的秩和矩阵的逆；
难点: 

矩阵的初等变换

	教学过程及教学方法

	一、分块矩阵的概念及运算
定义2.9  对于行数和列数较高的矩阵A，为了简化运算经常采用分块法，使大矩阵的运算化成小矩阵的运算. 具体做法是：将矩阵A用若干条纵线和横线分成许多个小矩阵，每一个小矩阵称为A的子块，以子块为元素的形式上的矩阵称为分块矩阵.

    例如  矩阵
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可以用多种分法.  （讲授）
分块矩阵有如下的运算：
（1）分块矩阵的加法

设A,B为同型矩阵，且用相同的分法进行分块，即
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    （2）数乘分块矩阵
设
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为数，那么
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（3）分块矩阵的乘法
     设A为
[image: image233.wmf]ml
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矩阵，B为
[image: image234.wmf]ln
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矩阵，分块成
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其中
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其中
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（4）设
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   （5）设A为n阶矩阵，若A的分块矩阵只有在主对角线上有非零子块，其余子块都为零矩阵，且非零子块都是方阵，即
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其中
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都是方阵，那么称A为分块对角矩阵.  

分块对角矩阵的行列式具有如下性质： 
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（6）设
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（7）
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例2-17  设
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 求
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例2-18  设
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例2-19  设
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     思考1. 设
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，其中B和C都是可逆方阵，证明A可逆，并求
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思考2. 设
[image: image258.wmf]0
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，其中B和C都是可逆方阵，证明A可逆，并求
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二、矩阵的秩与矩阵的初等变换
定义2.11   在
[image: image260.wmf]mn
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的矩阵A中任k(k≤min{m,n})行，位于这些行列交叉处的k2个元素按原来的次序所构成的k阶行列式，称为A的k阶子式. 矩阵A共有
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     例如  在
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分别为A的一个二阶和三阶子式.
    显然A的每个元素都是A的一阶子式，当A为n阶方阵时，其n阶子式为
[image: image264.wmf]A

.
    定义2.12   设A为
[image: image265.wmf]mn
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矩阵，如果至少存在 A 的一个r阶子式不为0，而A 的所有r +1阶子式（如果存在的话）都为0，则称数r为矩阵A的秩，记作R(A)

例如矩阵
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 的秩为2.   （讲授）

[image: image267.wmf]mn
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矩阵A的秩R(A)是A中不等于零的子式的最高阶数. 显然
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按定义，非奇异方阵的秩等于它的阶数，故非奇异方阵称为满秩矩阵，而奇异方阵称为降秩矩阵.
矩阵秩是一个重要概念，它刻画了矩阵的本质属性.  按定义求矩阵的秩需要计算行列式，但对于行、列较多的矩阵计算量较大，一般采用下面介绍的方法：
     引例  容易求得矩阵
[image: image271.wmf]21032
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的秩为3.   （讲授）
     定义2.13  下面三种变换称为矩阵的初等行变换：

     （1）对调两行（对调i,j两行，记作
[image: image272.wmf]ij
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）；

（2）以数
[image: image273.wmf]0

l

¹

乘以某一行的所有元素（用第i行乘以
[image: image274.wmf]l

，记作
[image: image275.wmf]i

r

l

）；

（3）把某一行所有元素的
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倍加到另一行对应的元素上去（第j行的
[image: image277.wmf]l

倍加到第i行上，记作
[image: image278.wmf]ij
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）.
同理，可以定义矩阵的初等列变换（所用记号是把r改为c）.
矩阵的初等行变换和初等列变换统称为矩阵的初等变换. 矩阵的初等变换是矩阵的一种基本运算，应用广泛.
我们把形如
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的矩阵称为行阶梯型矩阵，其特点是：

(1)可划出一条阶梯线，每个阶梯 只有一行；
(2)每条阶梯线的下方全为零.

特别地，行阶梯形矩阵中每个非零行的非零首元全为1，这些1上方的元素全部为0，这样的矩阵称为行最简形矩阵.
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上面的行最简形矩阵再经过初等列变换，还可化成如下的形式：
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矩阵F称为矩阵B的标准型.

     任何一个
[image: image282.wmf]mn
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的矩阵A都可以经过初等变换化为标准型
[image: image283.wmf]0
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，此标准型由m,n,r三个数唯一确定，其中r就是行阶梯型矩阵中非零行的行数.
     所有与矩阵A等价的矩阵组成的一个集合，称为一个等价类，标准形F是这个等价类中最简单的矩阵.所有
[image: image284.wmf]mn
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的矩阵，若秩相等,经过初等变换，都可以化为相同的标准型. 这些矩阵之间的关系称为等价，它们组成的集合,称为等价类，为此我们引入矩阵等价的概念.

     定义2.14  若矩阵A经过有限次初等变换化为矩阵B，则称A与B等价，记作
[image: image285.wmf]~

AB

.
     显然，等价关系具有如下性质：

     （1）反身性：
[image: image286.wmf]~
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（2）对称性：若
[image: image287.wmf]~
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，则
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（3）传递性：若
[image: image289.wmf]~
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，
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，则
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所以上面的过程可以写为
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提问：经过矩阵的初等变换，会改变矩阵的秩吗？

定理2.2  对矩阵实施初等变换，矩阵的秩不变.

据定理，可以用初等变换将矩阵化为较简单的形式，从而可直接看出矩阵的秩.

     例如限定只施行初等行变换，则总可以把矩阵变为一种“行阶梯矩阵”，其中非零行的行数就是矩阵的秩. 下面举例说明.
例2-20  求矩阵
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 的秩，并找出A的一个最高阶非零子式.   （讲授）
三、初等矩阵

定义2.15  由单位矩阵E经过一次初等变换得到的方阵称为初等矩阵.
    三种初等变换对应着三种初等方阵:
    1. 对调两行或两列
    对调E中第i、j两行，即
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     2. 以数
[image: image296.wmf]0
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乘某行或某列
     以数
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乘单位矩阵的第i行
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    3. 以数
[image: image300.wmf]k

乘某行（列）加到另一行（列）上去.
以数
[image: image301.wmf]k

乘E的第j行加到第i行上
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     同样三种初等列变换
[image: image304.wmf]()
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也分别对应着
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    定理2.3 设A是一个
[image: image310.wmf]mn
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矩阵，则对A实施一次初等行变换，相当于用相应的m阶初等矩阵左乘A; 对A实施一次初等列变换，相当于用相应的n阶初等矩阵右乘A .

定理2.4 设A为可逆方阵，则存在有限个初等方阵
[image: image311.wmf]1
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推论 
[image: image313.wmf]mn
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阶矩阵
[image: image314.wmf]~
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的充要条件是：存在m阶可逆方阵P及n阶可逆方阵Q，使得

[image: image315.wmf].
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四、利用矩阵的初等变换求解矩阵方程

利用初等变换可以求可逆矩阵的逆矩阵， 具体方法如下：
对
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矩阵
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实施初等行变换，当把A变成E时，原来的E就变成
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    例2-21  设
[image: image319.wmf]123
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，求
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（讲授）
利用初等行变换还可以求矩阵
[image: image321.wmf]1
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，从而此方法可用于直接求解矩阵方程.

这是因为
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例2-21  求矩阵X，使AX=B，其中
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   注意：如果要求
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，即可得
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也可以改为对
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	作业安排

	习题二（P62）：A组2（8）,16,17，18（1）（2）（4）

	课后思考

	（一）将矩阵
[image: image332.wmf]100
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表示成有限个初等方阵的乘积.
（二）B组9,10,11,12,13,14,15； 


	第七讲
	课时/课次:
	教学日期（学年/学期）

	n维向量及向量组的线性相关性
	2/7
	2015-16/1


	教学目标

	一、熟悉向量的概念及表示方法
二、了解向量组和矩阵的关系
三、掌握线性相关的概念和判定方法

	教学内容

	知识点：
一、n维向量的概念及表示方法；

二、向量、向量组与矩阵；

三、线性相关性的概念； 
四、线性相关性的判定；
重点:

向量组的线性相关性的概念和判定
难点: 

向量组的线性相关性的判定

	教学过程及教学方法

	一、n维向量的概念及表示方法
     定义3.1  n个数组成的有序数组
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称为n维向量. 这n个数称为该向量的n个分量，第i个数
[image: image335.wmf]i
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称为向量的第i个分量.
分量是实数的向量称为实向量，分量是复数的向量称为复向量.  
例如  
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为n维实向量，


[image: image337.wmf](
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为n维复向量.

n维向量写成一行称为行向量，也就是行矩阵，如
[image: image338.wmf](
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n维向量写成一列称为列向量，也就是列矩阵，如
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注意：(１)行向量和列向量总被看作是两个不同的向量； (２)行向量和列向量都按照矩阵的运算法则进行运算；(３)当没有明确说明是行向量还是列向量时，本书都当作列向量.
通常要表达列向量时也可以写成行向量再转置，如
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与
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是同一个向量.
二、向量组与矩阵
若干个同维数的列向量（或同维数的行向量）所组成的集合叫做向量组．
例如 矩阵
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有n个m维列向量，记第i列的元素组成的向量为
[image: image343.wmf]i
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，则
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称为矩阵A的列向量组.  从而矩阵A可用它的列向量组表示为
[image: image345.wmf](

)

12

,,,

n

A

aaa

=

L

.
同理，如果把矩阵A按照行来划分，记它的第j行的元素组成的向量为
[image: image346.wmf]j
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，则
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称为矩阵A的行向量组.  从而矩阵A可用它的行向量组表示为
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三、线性相关性的概念

    定义3.2 设有n维向量组
[image: image349.wmf]12

,,,

m

aaa

L

，若存在不全为零的数
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[image: image351.wmf]11212

0

mm

kkk

aaa

+++=

L


则称向量组A是线性相关的，否则称它线性无关.

注意：（1）向量组
[image: image352.wmf]12
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线性无关，则只有当
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成立.

（2）任何一个向量组不是线性相关就是线性无关.    
（3）向量组只包含一个向量
[image: image355.wmf]a

时，若
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，则说
[image: image357.wmf]a

线性相关，若
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，则说
[image: image359.wmf]a

线性无关.
（4）包含零向量的任何向量组是线性相关的.

（5）对于含有两个向量的向量组，它线性相关的充要条件是两向量的分量对应成比例，几何意义是两向量共线；三向量相关的几何意义是三向量共面.    

例3-1 讨论向量组
[image: image360.wmf](
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的线性相关性.
例3-2 证明：

（1）向量组
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线性无关；

（2）设
[image: image362.wmf](
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为任一n维向量，则
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线性相关.
例3-3 设向量组
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    定义3.3  给定向量组
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，对于任何一组实数
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称为向量组
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的一个线性组合, 
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称为这个线性组合的系数.
如果存在向量
[image: image372.wmf]b

使得
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，则向量
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是向量组
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的线性组合，这时称向量
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能由向量组
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线性表示.

四、线性相关性的判定
定理3.1 向量组
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（当
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时）线性相关的充分必要条件是            
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中至少有一个向量可由其余m-1个向量线性表示．
定理3.2 向量组
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线性相关的充分必要条件是
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构成的矩阵
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的秩小于向量个数m；向量组
[image: image384.wmf]12

,,,

m

aaa

L

线性无关的充分必要条件是
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构成的矩阵
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的秩等于向量个数m．
例3-4 设有向量组
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	作业安排

	习题三，P82: 2, 3, 4

	课后思考

	1. 向量组
[image: image388.wmf]123
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线性无关，问常数
[image: image389.wmf],
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满足什么条件时，向量组
[image: image390.wmf]122331
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线性无关.
2. B组：1,2,3,4,5 


	第八讲
	课时/课次:
	教学日期（学年/学期）

	向量组的秩和极大无关组
	2/8
	2015-16/1

	教学目标

	一、掌握向量组的线性相关性的判定方法
二、掌握向量组的极大无关组和秩以及和矩阵的秩的关系

	教学内容

	知识点：
一、 线性相关性的判定（续）

2、 向量组的极大无关组与秩

三、向量组的秩与矩阵的秩的关系

重点: 
向量组的极大无关组和秩
难点: 

向量组的极大无关组

	教学过程及教学方法

	一、向量组的线性相关性的判定（续）

试讨论向量组
[image: image391.wmf]123
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及
[image: image392.wmf]12
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的线性相关性.

定理3.3 (1)若向量组
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线性相关，则向量组
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也线性相关.反言之，若向量组
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线性无关，则向量组
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也线性无关.                 
(少相关，则多相关；多无关，则少无关)
(2)设向量组
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线性无关，而向量组
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线性相关，则向量b必能由向量组
[image: image399.wmf]12
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线性表示，且表示式是惟一的.
(3)m个n维向量组成的向量组，当向量个数m大于维数n时一定线性相关. 特别地，n+1个n维向量必定线性相关.
例3-5 设向量组
[image: image400.wmf]123
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线性相关，向量组
[image: image401.wmf]234

,,

aaa

线性无关，证明：

（1）向量
[image: image402.wmf]2
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线性表示；（2）向量
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不能由
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线性表示.

二、向量组的极大无关组与秩

定义3.4 设有向量组
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，如果

(1)在A中有r个向量
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线性无关  
(2)A中任意r+1个向量（如果A中有r+1个向量）都线性相关  
则称
[image: image408.wmf]12
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是向量组
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的一个极大线性无关向量组，简称极大无关组，数r称为向量组A的秩. 只有零向量的向量组没有极大无关组，规定它的秩为0.
例3-6  向量组
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所以向量组
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线性相关，并且易知
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都是线性无关的，它们都是向量组
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的极大无关组.

     以上例子说明：极大无关组并不是唯一的. 

定义3.5 (极大无关组的等价定义) 设在向量组T 中 有r个向量
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，满足
  (1) 
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线性无关；
     (2) 任取
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则
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是向量组T 的一个极大无关组，数r 是向量组T 的秩.
三、向量组的秩与矩阵的秩的关系

    上一节中我们讲过向量组与矩阵的关系，那么它们的秩之间有什么样的关系呢？

定理3.4  矩阵的秩等于它的列向量组的秩，也等于它的行向量组的秩.
向量组
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的秩也记作
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任何一个向量组的极大无关组都不唯一，那么如何去找到列向量组
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的一个极大无关组呢？具体方法是：把向量组
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构成一个矩阵
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)

12

,,,

m

A

aaa

=

L

，对矩阵A实施初等行变换，先化为行阶梯型矩阵确定向量组
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的秩，然后继续对阶梯型矩阵实施初等行变换化为行最简形矩阵，在最简形矩阵中选择每个非零行的非零首元所在的列，这些列向量即构成我们要找的极大无关组.
按照上述方法，前面的例3-6 中向量组
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=(1,2,1),=(2,3,1),=(4,1,1)

TTT

-

－

－

aaa

的极大无关组我们就选
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例3-7  设矩阵
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，求矩阵A的列向量组的一个最大无关组，并把不属于最大无关组的列向量用最大无关组线性表示.

例3-8  已知向量组
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    定义3.6　设有两个向量组
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及
[image: image437.wmf]12

:,,,

l

B

bbb

L

，若B组中的每个向量都能由向量组A线性表示，则称向量组B能由向量组A线性表示. 若向量组A与向量组B能相互线性表示，则称这两个向量组等价.
显然，向量组之间的等价关系具有反身性、对称性、传递性.
按定义3.6，向量组
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能由向量组
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线性表示，则存在矩阵
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即矩阵方程
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    定理3.5  向量组
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线性表示的充要条件是矩阵
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的秩等于矩阵
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的秩，即有
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推论  向量组
[image: image448.wmf]12
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与向量组
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等价的充要条件是
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例3-9 已知向量组A和B分别如下：
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试证明A组与B组等价.



	作业安排

	习题三，P84：10（1）（3），11（1）

	课后思考

	1. n维单位向量
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均可由向量组
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线性表出，则向量个数s与n的关系是            
2. 已知向量组（1）
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；（2）
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3.求实数a和b使得向量组
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)

(

)

(

)

123

1,1,0,0,0,1,1,0,0,0,1,1

aaa

===

和向量组
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4. B组：6,7,8,9,10,11,12,13


	第九讲
	课时/课次:
	教学日期（学年/学期）

	向量组的秩和向量空间
	29
	2015-16/1

	教学目标

	一、了解向量空间和子空间
二、了解向量空间的基和维数

	教学内容

	知识点：
一、向量空间和子空间的概念
二、向量空间的基和维数
重点: 
向量空间的概念，向量空间的基和维数
难点: 

向量空间的基

	教学过程及教学方法

	一、向量空间和子空间的概念
定义3.7　设V 为n 维向量的集合，如果集合V 非空，且集合V 对于加法及乘数两种运算封闭，那么就称集合V 为向量空间．

说明：（1）集合V对于加法及数乘两种运算封闭是指
若
[image: image462.wmf],
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，则
[image: image463.wmf]V
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；
若
[image: image464.wmf],
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，则
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.

（2）n维向量的集合是一个向量空间，记作
[image: image466.wmf]n

R

.   

     例3-10  判别下列集合是否为向量空间.
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例3-11  设
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为两个已知的n维向量，集合
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试判断集合V是否为向量空间.
定义3.8  设有n维向量
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，它们的一切线性组合所组成的集合

[image: image472.wmf]111

{,,}

mmm

VxR

lalall

==++Î

LL


称为由向量
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生成的向量空间.

例3-12  设向量组
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与向量组
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试证
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    定义3.9  设有向量空间
[image: image479.wmf]1
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及
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，若向量空间
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，就说
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是
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的子空间.
    如，由n维向量生成的空间V 就是
[image: image484.wmf]n
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的子空间.
二、向量空间的基和维数
定义3.10  设
[image: image485.wmf]V

是向量空间，如果r个向量
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，                    且满足
（1）
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线性无关
（2）V中任一向量
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都可由
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线性表示
那末，向量组
[image: image490.wmf]12
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就称为向量空间V的一个基，r称为向量空间V的维数，并称V为r维向量空间.
    说明：（1）只含有零向量的向量空间称为0维向量空间，因此它没有基．
（2）若把向量空间V看作向量组，那末V的基就是向量组的最大无关组,V的维数就是向量组的秩.
（3）若向量组
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是向量空间V的一个基，则V可表示为
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例3-13 设矩阵
[image: image493.wmf]12312
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验证
[image: image494.wmf]123
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是
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的一个基，并把
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用这个基线性表示.


	作业安排

	习题三，P84：14,15,17

	课后思考

	1. 设
[image: image497.wmf]{
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，定义加法和数乘运算如下：

加法：
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数乘：
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V是不是向量空间？为什么？
2. 判断
[image: image500.wmf]3
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中与向量
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不平行的全体向量所组成的集合是否构成向量空间.


	第十讲
	课时/课次:
	教学日期（学年/学期）

	消元法和线性方程组的解的判定
	2/10
	2015-16/1

	教学目标

	一、掌握消元法求解线性方程组
二、掌握线性方程组的解的判定

	教学内容

	知识点：
一、消元法
二、线性方程组的解的判定
重点: 
用消元法求解线性方程组的解
难点: 

线性方程组的解的判定

	教学过程及教学方法

	一、消元法

本章讨论形如
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的
[image: image503.wmf]m

个方程
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个未知数的
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元一次方程组，这里方程个数
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与未知数个数
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不一定相等.

    前面我们曾讲过利用克拉默法则来求解线性方程组，但是这只能解决方程个数与未知量个数相等、且系数行列式不为零时的情形.这里我们回归到中学时用的消元法来求解未知量个数和方程个数不等的线性方程组.
引例  求解线性方程组
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通过消元的方法把上面的方程组变为如下形式：
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用“回代”的方法求出解 
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，其中
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即
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，其中c为任意常数.
    我们在上述消元法过程中始终把方程组看作一个整体变形，用到如下三种变换：
    （1）交换方程次序
    （2）以不等于０的数乘某个方程；

（3）一个方程加上另一个方程的k倍．
上述三种变换都是可逆的，我们把这三种变换称为线性方程组的初等变换，对于方程组的初等变换我们有如下结论.
定理4.1  线性方程组的初等变换将其变为同解的方程组. 
方程组的解仅依赖于未知量的系数及常数项. 因此，在解线性方程组过程中，为了方便，常常仅写出系数与常数项，比如刚才这个方程组对应的系数和常数项为：
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矩阵A是方程组的系数矩阵，B叫做方程组的增广矩阵.当运用消元法对线性方程组使用初等变换求解时，其过程就相当于在方程组的增广矩阵上实施初等行变换，将其变为行阶梯型的矩阵. 引例中对方程组的变换完全可以转换为对矩阵B的变换：
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例4-1 利用消元法求解线性方程组
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解：对其增广矩阵实施初等行变换得：
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得到与原方程组同解的方程组：
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最后得到一般解为
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，这里
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为自由未知量.
当线性方程组(4-1)右边的常数项全部为零时，我们称其为齐次线性方程组：
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齐次线性方程组总是有解的，因为
[image: image524.wmf]12
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就是方程组的一个解. 将上述讨论应用于齐次线性方程组，我们有如下定理：
定理4.2  在齐次线性方程组(4-5)中，若
[image: image525.wmf]mn
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，则其必有非零解.

二、线性方程组的解的判定
对于非齐次线性方程组：
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令
[image: image527.wmf]12

(,,,)

T

iiimi

aaa

=

L

a

，
[image: image528.wmf](1,2,,)

in

=

L

，
[image: image529.wmf]12

(,,,)

T

m

bbb

=

L

b


则线性方程组(4-1)可改写为向量方程：
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从而线性方程组(4-1)有解的充要条件可表述为向量
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可以由向量组                        
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线性表示.

引例1  利用消元法求解线性方程组
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对其增广矩阵实施初等行变换得：
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（行阶梯型）
最后得到与原方程组同解的方程组：
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此时可以看出方程组有唯一解
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     事实上，这唯一解可以通过把前面的增广矩阵继续作初等行变换化为行最简形矩阵
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，即可直接看出其解.
引例2  求解线性方程组
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对其增广矩阵实施初等行变换得：
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（行阶梯型）
最后得到与原方程组同解的方程组：
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此时可以看出方程组无解.

引例3  求解线性方程组
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对其增广矩阵实施初等行变换得：
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 （行阶梯型）
最后得到与原方程组同解的方程组：


[image: image543.wmf]13
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此时可以看出方程组有无穷多解
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[image: image545.wmf]3
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叫自由未知量.

事实上，这无穷多解可以通过把前面的增广矩阵继续作初等行变换化为行最简形矩阵
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，即可得到.
定理4.3 线性方程组 (4-1)有解的充要条件是它的系数矩阵的秩等于增广矩阵的秩.
在有解的情形下，可以进一步得到如下的结论：
定理4.4  线性方程组有解时，即
[image: image547.wmf]()()
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，A为系数矩阵， B为其增广矩阵. 若有

(1) 
[image: image548.wmf]()()
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，则方程组有唯一解；
(2) 
[image: image549.wmf]()()
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，则方程组有无穷多解.
由于齐次线性方程组的系数矩阵和增广矩阵的秩总是相等的，所以齐次线性方程组总是有解的.将定理4.4应用到齐次线性方程组，我们可以得到：
推论1  齐次线性方程组
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在其系数矩阵A满足：
(1)当
[image: image551.wmf]()
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时,齐次线性方程组只有零解；
   (2)当
[image: image552.wmf]()
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时,齐次线性方程组有无穷多解.
例4-2  当
[image: image553.wmf]l

取何值时，线性方程组
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无解？有唯一解？有无穷多个解？


	作业安排

	习题四A组P113： 1（2）（4）2，4，5

	课后思考

	1. 已知四元齐次方程组(Ⅰ)
[image: image555.wmf]123
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及另一四元齐次方程组（Ⅱ）的通解为

[image: image556.wmf](
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问（Ⅰ）与（Ⅱ）是否有非零公共解？若有，求出来；若没有，说明理由.

2. B组：1


	第十一讲
	课时/课次:
	教学日期（学年/学期）

	线性方程组的解的结构
	3/11
	2015-16/1

	教学目标

	一、掌握线性方程组的解的结构

	教学内容

	知识点：
一、齐次线性方程组的解的结构
二、非齐次线性方程组的解的结构
重点: 
齐次和非齐次线性方程组的解的结论
难点: 

非齐次线性方程组的解的结构

	教学过程及教学方法

	一、齐次线性方程组的解的结构

将齐次线性方程组 
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写成矩阵方程的形式      
[image: image558.wmf]0(48)
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我们来讨论当(4-8)式有非零解时，这些解之间会有什么关系，如何将其全部解表示出来.为此，我们先讨论其解的性质.
定理4.5  若
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和
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是齐次线性方程组(4-8)的解集中的任意两个解，则
(1)
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也是(4-8)的解； 

(2) 对任意的常数
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也是方程组(4-8)的解.
定理4.6 若
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都是齐次线性方程组(4-8)的解，则它们的线性组合                
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也是方程组(4-8)的解，其中
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为任意常数. 
定义4.1 若齐次线性方程组(4-8)的有限个解
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满足：

(1) 
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线性无关；
(2)方程组(4-8)的所有解都可以由
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线性表示，
则称
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为方程组(4-8)的一个基础解系.
定理4.7 若齐次线性方程组(4-8)有非零解，则它一定有基础解系，并且其基础解系中含有
[image: image571.wmf]nr
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个线性无关的解向量，这里
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为方程组中未知量的个数，
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为系数矩阵的秩.

例4-3  求解下述齐次线性方程组
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例4-4  当
[image: image575.wmf]l

取何值时，方程组
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有无穷多个解？并求出全部解.
例4-5  设
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的矩阵
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[image: image580.wmf]()2,0.

RBAB

==


二、非齐次线性方程组的解的结构

我们称齐次线性方程组(4-5) 
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为非齐次线性方程组(4-1)的导出组. 
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    我们有下面的结论
定理4.8  (1)若
[image: image583.wmf]12
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是非齐次线性方程组(4-1)的两个解，则
[image: image584.wmf]12
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是它对应的导出组(4-5)的解.

(2)若
[image: image585.wmf]h

是非齐次线性方程组(4-1)的一个解，
[image: image586.wmf]x

是它对应的导出组(4-5)的一个解，则     
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为非齐次线性方程组的一个解.
定理4.9  若
[image: image588.wmf]0
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是非齐次线性方程组(4-1)的一个特解，那么(4-1)的所有解可以表示为
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其中，
[image: image590.wmf]12

,,,

nr

xxx

-

L

为非齐次线性方程组(4-1)所对应的导出组(4-5)的一个基础解系，                    
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为任意常数.
例4-6  求下述方程组的全部解
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例4-7  讨论线性方程组
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的解的情况，当有无穷多个解时写出全部解.


	作业安排

	习题四A组P114：7（1）（3），9,  10（2）（4）

	课外思考题

	1. 讨论线性方程组
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当
[image: image595.wmf],

pt

为何值时，方程组无解？有唯一解？有无穷多解？当方程组有无穷多个解时写出全部解.
2.方程组
[image: image596.wmf]0
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以
[image: image597.wmf](
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为其基础解系，则该方程的系数矩阵为     
3. A组:12，13,14,15,16；B组：2,3,4,5,6,7


	第十二讲
	课时/课次:
	教学日期（学年/学期）

	向量的内积与正交向量组、

特征值与特征向量
	3/12
	2015-16/1

	教学目标

	一、熟悉向量的内积、长度的定义及性质
二、掌握正交向量组的概念及求法、正交矩阵与正交变换
三、熟悉特征值与特征向量的概念和性质
四、掌握特征值与特征向量的计算

	教学内容
一、向量的内积和长度的定义及性质
二、正交向量组的概念及求法、正交矩阵与正交变换
三、特征值与特征向量的概念、性质及计算方法

	知识点：
向量的内积的定义及性质，向量的长度的定义及性质，正交向量组的概念及求法，正交矩阵和正交变换，特征值与特征向量的概念、性质及计算方法

重点: 
向量的内积和正交矩阵的概念，特征值和特征向量的概念、性质及计算
难点: 

特征值和特征向量的计算

	教学过程及教学方法

	一、向量的内积和长度的定义及性质
定义5.1 设有n维向量
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称
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为向量x与y的内积.  
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    内积的运算性质
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定义5.2 令
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称
[image: image607.wmf]x

为n维向量x的长度（或范数）.
向量的长度具有下面的性质
（1）非负性：当
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时，
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；当
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（2）齐次性：
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（3）三角不等式：
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定义5.3  当
[image: image614.wmf]1
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时，称x为单位向量；当
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称为n维向量x与y的夹角：

例5-1  求向量
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的夹角.
二、正交向量组的概念及求法、正交矩阵与正交变换
定义5.4  当
[image: image619.wmf][,]0

xy

=

时，称向量x与y正交，若一非零向量组中的向量两两正交，则称该向量组为正交向量组．

正交向量组有下面的性质

定理5.1  若n维向量
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是一组两两正交的非零向量，则                       
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线性无关.
定义5.5  若
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是向量空间V的一个基，且
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是两两正交的非零向量组，则称
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是向量空间V的正交基．

例5-2  已知三维向量空间中两个向量
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正交，试求
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使得
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构成三维空间的一个正交基.
定义5.6  设n维向量
[image: image629.wmf]12

,,,

r

eee

L

是向量空间
[image: image630.wmf]()
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的一个基，如果
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两两正交且都是单位向量，则称
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是向量空间V的一个规范正交基．

例如 
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是
[image: image634.wmf]4
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的一个规范正交基. 

同理，
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也是
[image: image636.wmf]4
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的一个规范正交基.
    如何把向量空间V的一组基变为两两正交的单位向量呢？我们把这个过程称为基的规范正交化. 下面介绍的施密特正交化过程就可以完成上面的问题.
设
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为向量空间V的一个基，
（1）正交化，取
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则得到的
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两两正交，且
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与
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等价.
（2）单位化，取
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那么
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为V的一个规范正交基.

例5-3  设
[image: image647.wmf]123
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，试用施密特正交化过程把向量组
[image: image648.wmf]123
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规范正交化.
定义5.7  若n阶方阵
[image: image649.wmf]A

满足
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（即
[image: image651.wmf]1
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），则称
[image: image652.wmf]A

为正交矩阵．

（结论：A为正交矩阵的充要条件是A的列（行）向量组都是单位向量且两两正交．）
定义5.8  若P为正交阵，则线性变换
[image: image653.wmf]yPx

=

称为正交变换．
例5-4 判别下列矩阵是否为正交矩阵
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三、特征值与特征向量的概念、性质及计算方法
定义5.9  设A是n阶方阵，如果
[image: image657.wmf]l

和n维非零列向量x使关系式
[image: image658.wmf]Axx
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成立，那么，这样的数
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称为方阵A的特征值，非零向量x称为A的对应于特征值
[image: image660.wmf]l

的特征向量.

注：（1）特征向量
[image: image661.wmf]0
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，特征值问题是对方阵而言的．
（2）n阶方阵A的特征值，就是把使得齐次线性方程组
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值，即满足方程
[image: image664.wmf]0
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的
[image: image665.wmf]l

都是矩阵A的特征值.
（3）称以
[image: image666.wmf]l

为未知量的一元n次方程
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为A的特征方程. 记
[image: image668.wmf]()
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，它是
[image: image669.wmf]l

的n次多项式，称之为方阵A的特征多项式.
（4）A的特征向量x为
[image: image670.wmf](
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的非零解向量.
由此我们可以归纳出求方阵A的特征值和特征向量的步骤：
（1）求出
[image: image671.wmf]0

AE

l

-=

的根，即为A的特征值；
（2）把（1）中得到的所有特征值分别代入方程
[image: image672.wmf](
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，然后求解方程组，该方程组的所有解向量即为A的所有特征向量.
例5-6 求下列矩阵的特征值和特征向量.
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特征值和特征向量具有下面的性质
1. 设n阶方阵A的特征值为
[image: image676.wmf]12
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（重根按重数计算），则有

              （1）
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              （2）
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2. n阶方阵A可逆
[image: image679.wmf]A
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的所有特征值非零.
3. 设
[image: image680.wmf]12
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是对应于方阵A的特征值
[image: image681.wmf]0
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的任意r个特征向量，则其线性组合
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仍为A的对应于
[image: image683.wmf]0
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的特征向量
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不全为零.
4. 矩阵A的不同特征值对应的特征向量线性无关.
5. 设A的特征值为
[image: image685.wmf]0

l

，其对应的特征向量为
[image: image686.wmf]0
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，则

（1）
[image: image687.wmf]kA

的特征值为
[image: image688.wmf]0
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，其对应的特征向量仍为
[image: image689.wmf]0
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，其中k为任意常数.
   （2）
[image: image690.wmf]m

A

的特征值为
[image: image691.wmf]0
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，其对应的特征向量仍为
[image: image692.wmf]0
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，其中m为任意正整数.
（3）如果A可逆，
[image: image693.wmf]1
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的特征值为
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，其对应的特征向量仍为
[image: image695.wmf]0
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.
（4）设
[image: image696.wmf]1
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是矩阵A的多项式，其特征值为
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例5-7 设3阶方阵A的特征值分别为1,2,3，试求
（1）
[image: image698.wmf]A

； （2）
[image: image699.wmf]21
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的特征值；   （3）
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	作业安排

	习题五P154：1，4,6,7（1）（2），9,10,11

	课后思考

	1. 求一单位向量，使它与
[image: image701.wmf](
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2. 设4阶方阵A满足：
[image: image702.wmf](
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的一个特征值.
3. 习题五A组：12；B组：1,2,3,4,5


	第十三讲
	课时/课次:
	教学日期（学年/学期）

	相似矩阵及对角化
	2/13
	2015-16/1

	教学目标

	一、熟悉相似矩阵与相似变换的概念

二、掌握方阵相似于矩阵的条件及实对称矩阵的对角化

	教学内容

	知识点：
相似矩阵与相似变换的概念，方阵相似于矩阵的条件及实对称矩阵的对角化

重点: 
方阵相似于矩阵的条件及实对称矩阵的对角化

难点: 

方阵相似于矩阵的条件及实对称矩阵的对角化

	教学过程及教学方法

	一、相似矩阵与相似变换的概念

先回忆之前学过的等价关系：设A, B为同型的
[image: image704.wmf]mn
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矩阵，如果存在m阶及n阶可逆矩阵P, Q，使得
[image: image705.wmf]PAQB
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，则说A与B等价，记作
[image: image706.wmf]~
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. 下面我们给出比等价更为“密切”的一种关系.

定义5.10  设A, B都是n阶矩阵，若有可逆矩阵P使得
[image: image707.wmf]1
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，则称B是A的相似矩阵，或者说A与B相似. 对A进行运算
[image: image708.wmf]1
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称为对A进行相似变换，可逆矩阵P称为把A变成B的相似变换矩阵.
    注：(1)矩阵间的相似关系比等价要求更高.
    (2)等价具有的性质，相似之间的矩阵也具有.

    (3)相似一定等价，但等价不一定相似.（因为在“等价关系:存在可逆矩阵P, Q使得矩阵A与B之间满足: 
[image: image709.wmf]PAQB
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 ”中，P与Q之间不一定是互为可逆的关系.)

定理5.2 设A与B相似，则

（1）
[image: image710.wmf]AB
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（2）A与B有相同的特征多项式，因而有相同的特征值

例5-8 已知方阵
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相似，求x与y.
二、方阵相似于矩阵的条件及实对称矩阵的对角化

如果矩阵A与对角矩阵
[image: image713.wmf]L

相似，则称A可相似对角化. 下面给出矩阵可对角化的定理.
定理5.3  A与对角矩阵
[image: image714.wmf]L

相似
[image: image715.wmf]A
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存在n个线性无关的特征向量，且
[image: image716.wmf]L

的对角元素即为A的特征值，而相似变换矩阵为
[image: image717.wmf](
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,其中
[image: image718.wmf]i
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是特征值
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对应的特征向量，即                         
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其中
[image: image721.wmf]i
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为方阵A的所有特征值，重根按重数计算.

例5-9  设
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，问A可否对角化？如果能，求出相似变换矩阵P使得
[image: image723.wmf]1
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例5-10  设
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[image: image725.wmf](1)
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； （2）A能否对角化，如果能，求出相似变换矩阵P使得
[image: image726.wmf]1
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；  （3）求
[image: image727.wmf]2015
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.
    上述讨论的是一般矩阵可对角化的条件，接下来我们看一种特殊的矩阵——实对称矩阵的对角化. 可以证明

定理5.5  实对称矩阵的特征值为实数.
由于对称矩阵A的特征值
[image: image728.wmf]i
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为实数，所以齐次线性方程组
[image: image729.wmf](
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是实系数方程组，由
[image: image730.wmf]0
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知必有实的基础解系，从而对应的特征向量可以取实向量.
定理5.6  设
[image: image731.wmf]12
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是对称矩阵A的两个特征值，
[image: image732.wmf]12
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是对应的特征向量，若        
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，则
[image: image734.wmf]1
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与
[image: image735.wmf]2
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正交.

定理 设A为n阶对称矩阵，
[image: image736.wmf]l

是A的特征方程的r重根，则矩阵       
[image: image737.wmf]AE
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的秩
[image: image738.wmf](

)

RAEnr

l

-=-

，从而对应特征值
[image: image739.wmf]l

恰有r个线性无关的特征向量.
定理5.7  设A为n阶对称矩阵，则必有正交阵P，使得
[image: image740.wmf]1
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，其中
[image: image741.wmf]L

是以A的n个特征值为对角元素的对角阵.
该定理告诉我们，实对称矩阵不仅可以在通常意义下能对角化，而且还可以在正交意义下对角化，即一定存在某个正交矩阵P使得
[image: image742.wmf]1
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成立，这是一般的可对角化矩阵无法达到的.

依据上面的定理可得，将一个实对称矩阵A对角化的步骤：

(1) 求出A的全部特征值；

(2) 由
[image: image743.wmf](
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求出对应的特征向量；
(3) 将特征向量正交化；

(4) 将正交化了的特征向量单位化.

例5-11  对下列各实对称矩阵，分别求出正交矩阵P ，使
[image: image744.wmf]1
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为对角阵. 
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	作业安排

	习题五P155，A组：14 ,17（2）20，21（2）

	课后思考

	1.设n阶实对称矩阵A满足
[image: image747.wmf]2

AA

=

，且A的秩为r，试求
[image: image748.wmf]2
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的值. 
2.判断以下两个矩阵是否相似：
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3.习题五P158，A组：22,23，30；B组：6,7,8,9,10


	第十四讲
	课时/课次:
	教学日期（学年/学期）

	二次型及其标准型、正定二次型
	2/14
	2015-16/1

	教学目标

	一、熟悉二次型及其标准型的概念、表示方法及二次型的矩阵和秩
二、掌握化二次型为标准型

三、学会判定正定二次型

	教学内容

	知识点：
二次型及其标准型的概念、表示方法及二次型的矩阵和秩，化二次型为标准型，正定二次型
重点: 
化二次型为标准型，正定二次型的判定
难点: 

利用正交变换化二次型为标准型

	教学过程及教学方法

	一、二次型及其标准型
定义5.11  含有n个变量
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称为二次型.
    对于二次型，我们主要讨论：寻找可逆线性变换
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使二次型只含有平方项，即把上面的线性变换带入定义5.11的二次型之后得
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这种只含平方项的二次型，称为二次型的标准型（或法式）. 如果系数
[image: image755.wmf]i
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只取0,1，-1，三个数，即二次型变为
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则称之为二次型的规范型.

利用矩阵可以把二次型表示为
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记 
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，
则二次型可记作
[image: image760.wmf]T
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，其中对称阵A称为二次型f 的矩阵；A的秩叫做f 的秩.
    例5-12  写出二次型
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若记
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可简记为
[image: image766.wmf]xCy
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.

由定理5.7我们已经知道：任给对称矩阵A，必存在正交矩阵P，使得
[image: image767.wmf]1
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，即
[image: image768.wmf]T
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，把此结论应用于二次型，即有下面的结论：
定理5.8 任给二次型
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总有正交变换
[image: image770.wmf]xPy
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，将二次型f 化为标准型
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其中
[image: image772.wmf]i
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为f 的矩阵A的特征值.
推论  任给二次型
[image: image773.wmf]T
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，总有可逆变换
[image: image774.wmf]xCz
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，使得
[image: image775.wmf](
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为规范型.
用正交变换化二次型为标准型的步骤：

（1）写出二次型f 对应的矩阵A；

   （2）求出A的所有特征值
[image: image776.wmf]12
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；
   （3）求出对应于上述特征值的特征向量
[image: image777.wmf]12
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；
   （4）将特征向量正交化，再单位化变为
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，并记
[image: image779.wmf](
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；
   （5）作正交变换
[image: image780.wmf]xCy
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，则得f 的标准型
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例5-13  将二次型
[image: image782.wmf]222
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通过正交变换
[image: image783.wmf]xCy
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化为标准型.
    用正交变换化二次型为标准形，其特点是保持几何形状不变．那有没有其它方法也可以把二次型化为标准形呢？问题的回答是肯定的. 下面介绍一种行之有效的方法——拉格朗日配方法．

用拉格朗日配方法将二次型化为标准型的步骤：
   （1）若二次型含有
[image: image784.wmf]i

x

的平方项，则先把含有
[image: image785.wmf]i
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的乘积项集中，然后配方，再对其余的变量同样进行，直到都配成平方项为止，经过非退化线性变换，就得到标准形； 
   （2）若二次型中不含有平方项，但是
[image: image786.wmf]0()
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，则先作可逆线性变换
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化二次型为含有平方项的二次型，然后再按1中方法配方.
例5-14  化二次型
[image: image788.wmf]222
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为标准型，并求出所用的变换矩阵.
二、正定二次型
一个实二次型既可以通过正交变换化为标准形，也可以通过拉格朗日配方法化为标准形，显然，其标准形一般来说是不唯一的，但标准形中所含有的项数是确定的，项数等于二次型的秩．

下面我们限定所用的变换为实变换，来研究二次型的标准形所具有的性质．

定理5.9（惯性定理） 设有二次型
[image: image789.wmf]T
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，它的秩为r ，有两个实可逆变换
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及
[image: image791.wmf]xPz
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，使得
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 及 
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则
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中正数的个数与
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中正数的个数相等.
    定义5.12 设有实二次型
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，如果对任何
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（显然
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），则称f 为正定二次型，并称对称矩阵A是正定的；如果对任何
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，则称f 为负定二次型，并称对称矩阵A是负定的；
    例如 
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是正定二次型，
[image: image803.wmf]22
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是负定二次型.
定理5.10  实二次型
[image: image804.wmf]T
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为正定的充要条件是它的标准型的n个系数全为正.
推论  对称矩阵A为正定的充要条件是A的特征值全为正.
定理5.11（霍尔维茨定理） 对称矩阵A为正定的充要条件是A的各阶主子式为正，即
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对称矩阵A为负定的充要条件是：奇数阶主子式为负，而偶数阶主子式为正，即
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正定矩阵具有以下一些简单的性质
   （1）设A为正定实对称阵，则
[image: image810.wmf]1
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均为正定矩阵；
   （2）若A,B均为正定矩阵，则
[image: image811.wmf]AB

+

也是正定矩阵；

例5-15  判别下列二次型是否正定.
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	作业安排

	习题五P155，A组：14 ,17（2）2021（2）,24,27,28

	课后思考

	1.求一正交变换，将二次型
[image: image815.wmf](

)

222

123123121323

,,553266

fxxxxxxxxxxxx

=++-+-

化为标准型，并指出
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表示何种二次曲面.
2.化二次型
[image: image817.wmf](
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化为标准型，并写出所作的可逆线性变换.
3.设A,B分别为m阶，n阶正定矩阵，试判定分块矩阵
[image: image818.wmf]0
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是否为正定矩阵.
4.习题五P158，A组：22,23，30；B组：6,7,8,9,10
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13.学术合作备忘录（契约）
（1）阅读课程实施大纲，理解其内容
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