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1．教学理念
1.1关注学生的发展

核心理念是为了每一位学生的发展,这包含着三层涵义:一是课程要着眼于学生的发展,这是课程价值取向的定位问题。要培养学生的信息收集和整理能力,发现问题和思考问题的能力,分析问题和解决问题的能力,终生学习和创新的能力以及生存和发展的能力。

1.2关注教学的有效性

通过教与学，能激发学生的情感，对知识的热爱。

1.3关注教学的策略

重基础，理论联系实际。

1.4关注教学价值观

第一，要完成科学知识的讲授和社会经验的传递，发展学生智育；
第二，要发展学生的智能和体能，使学生形成能力，掌握个人生存和为社会服务的本领；
第三，要重视学生操作能力、动手能力、实践能力的培养，在理论和实践结合上掌握知识，学习技术，习得方法；

第四，要对学生进行思想教育，逐步使学生树立正确的世界观、科学的人生观、形成良好道德品质、行为习惯，树立与市场经济相适应的思想和品格。

2．课程介绍

2.1课程的性质

学科基础必修课

2.2课程在学科专业结构中的地位、作用

数学是由几何学（平面几何，立体几何，平面解析几何，空间解析几何，射影几何，非欧几何，微分几何等）、代数学（初等代数学，高等代数，抽象代数等）和分析学（微积分，实分析，复分析，Fourier分析，调和分析，逼近理论，实变函数，泛函分析，测度论，概率论，常微分方程，偏微分方程等）三大的分支组成：

最近十几年，随着计算机技术日新月异地发展和计算机在社会中迅速普及，高等代数变得越来越重要，它的内容在实际中的应用越来越广泛。
2.3课程的前沿及发展趋势

随着时代的变迁，高等代数的教学内容和方式也在不断的发展。大概在90年代之前，国内高校的高等代数教材大多以“矩阵论”作为中心，比较强调矩阵论的相关技巧；90年代之后，国内高校的高等代数教材渐渐地改变为以“线性空间理论”作为中心，比较强调几何的意义。作为缩影，复旦的高等代数教材也经历了这样一个变化过程，1993年之前采用的屠伯埙老师的教材强调“矩阵论”；1993年之后采用的姚慕生老师的教材强调“线性空间理论”。从单纯重视“代数”到“代数”与“几何”并重，这其实是高等代数教学观念的一种全球性的改变，可能这种改变与现代数学的发展密切相关。

2.4学习本课程的必要性

高等代数是大学数学专业的一门必修基础课程。它不仅是许多相关专业和应用学科的重要工具课，而且在近代数学理论中也是一门很重要的理论基础课，特别是随着当今电脑科技的发展，如数学软件中愈加显示出高等代数的作用。
3．教师简介

3.1教师的职称、学历

副教授  博士

3.2教育背景

1994.09－1997.07  乐山师范学院 数学系 读书

2001.09－2004.07  成都理工大学信息管理学院攻读硕士学位

2006.09－2009.07  苏州大学数学科学学院攻读博士学位

2011.09－2012.02  到四川大学生命科学院进修 主要从事生物信息学研究，将代数方法与机器学习方法相结合研究蛋白质结构预测及分子设计.

3.3研究兴趣（方向）

研究兴趣:  应用数学  计算机软件技术  数学建模
承担了本科生课程《高等代数》、《近世代数》、《运筹学》、《概率论与数理统计》、《线性代数》、《离散数学》、《C语音》、《数据结构与程序设计》、《计算机密码学》及研究生课程《代数学》、《现代数学基础》、《有限群表示论》的教学任务。
4．先修课程

高等代数
5．课程目标

5.1知识与技能方面

本课程的教学目的和要求是通过这门课的学习，使学生不仅能掌握一些处理问题的基本方法，而且能使他们对于高等代数的基础理论有一个深刻了解，从而为进一步学习专业课打下良好的基础。加深学生对代数概念和理论的理解，培养学生逻辑思维等抽象思维能力和认识、分析、解决实际问题的能力。

5.2过程与方法方面

在认识了代数学的特点后，就可以有的放矢地学习高等代数了。我们可以通过具体的例子去理解抽象的定义和证明；我们可以将定理的结论运用到具体的例子中，从而加深对定理的理解和掌握；我们还可以通过具体例子的启发，去发现和证明一些新的结果。因此，要学好高等代数，就需要正确认识抽象和具体的辩证关系，在抽象和具体之间找到结合点。
5.3情感、态度与价值观方面

能积极参与数学活动，对数学有好奇心和求知欲；在数学学习活动中获得成功的体验，锻炼克服困难的意志，建立学好数学的信心；感受高等代数的严谨性及数学结论的确定性；形成实事求是的态度以及进行质疑和独立思考的习惯。

6．课程内容

6.1课程的内容概要
	教学章节
	内容概要

	第一讲 有理系数多项式
	1．有理根求法的改进

2．关于Eisenstein判别法

3．三次有理系数不可约多项式的判别

	第二讲 n阶行列式的计算方法
	1．化“三角形”法
2．析因子法

3．拆行(列)法对换

4．加边法应用例题

5．递推法问题的引入

6．数学归纳法

	第三讲 线性方程组有解判别定理和线性方程组解的结构
	1．线性方程组有解判别定理
2．问题总结
3．几个例题

4．解的结构问题是指解与解之间的关系

5．研究方法

6．线性齐次方程组解的结构
7．经典例题

	第四讲 初等矩阵
	1．三种初等矩阵
2．初等矩阵的重要性
3．矩阵的等价关系与矩阵的分类
4．求逆矩阵的初等变换方法
5．经典例题

	第五讲 正定二次型
	1．正定二次型的概念

2．正定性的判别

3．正定矩阵及其判别

4．与正定性平行的概念
5．经典例题

	第六讲 维数、基与坐标
	1．本节的基本思想和方法
2．关于维数、基与坐标
3．怎样确定一线性空间的基和维数
4．经典例题

	第七讲 特征值、特征向量与“对角化”
	1．关于对角化问题
2．研究线性变换对角化的基本思路
3．特征值与特征向量

	第八讲 称变换与实对称矩阵的标准形
	1．对称变换的概念与刻画
2．对称变换基本定理
3．给定实对称矩阵
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，求正交矩阵
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的一般步骤
4．经典例题


6.2教学重点、难点、学时安排
	教学章节
	讲课学时
	自学学时
	教学重点、难点

	第一讲 有理系数多项式
	4
	2
	重点：有理根的求法与Eisenstein判别法
难点：Gauss引理的证明方法

	第二讲 n阶行列式的计算方法
	3
	3
	教学重点及难点：求行列式的递推法

	第三讲 线性方程组有解判别定理和线性方程组解的结构
	4
	
	重点：理解线性方程组有解判别定理及其数学思想，能灵活运用判别定理解线性方程组理解并掌握一般线性方程组与其导出方程组的解的关系；领会本节所反映的研究方法的同时，熟练掌握线性齐次方程组的基础解系
难点：不灵活运用判别定理讨论一些带参数的线性方程组对求一般齐次线性方程组的基础解系的标准方法的推导过程不能理解

	第四讲 初等矩阵
	3
	
	重点：理解初等矩阵与矩阵初等变换之间的关系；掌握用初等变换求可逆矩阵的逆矩阵的方法

难点：用初等变换求可逆矩阵的逆矩阵这一方法的原理

	第五讲 正定二次型
	4
	2
	重点：理解正定二次型和正定矩阵的概念，掌握二次型正定的判别条件；特别是正定矩阵判别的充分必要条件

难点：本节中所涉及到的命题的证明的理解

	第六讲 维数、基与坐标
	3
	
	教学重点：理解维数、基和坐标概念.

教学难点：确定线性空间的维数和基的方法．

	第七讲 特征值、特征向量与“对角化”
	6
	
	教学重点：掌握矩阵可对角化的充要条件及矩阵对角化的标准方法．

教学难点：对对角化过程的理解与掌握．

	第八讲 对称变换与实对称矩阵的标准形
	5
	2
	教学重点：掌握对称变换的概念及对称变换的刻画，理解对称变换的性质，掌握对称矩阵对角化的方法.

教学难点：对称变换基本定理的证明.


7.课程教学实施

7.1  第一讲
7.1.1教学日期：

7.1.2教学目标：掌握有理根的求法与Eisenstein判别法.
7.1.3教学内容：有理系数多项式
教学重点：有理根的求法与Eisenstein判别法.
教学难点：Gauss引理的证明方法.
7.1.4教学过程：

一．有理根求法的改进
在定理12中，若
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的因数个数较多时，对很多个有理数
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逐个进行试验时比较麻烦的事，利用下面的办法可以缩小试验范围：

【基本原理】1与－1是必须试验的，而计算
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其中
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都应是整数. 这样，只须对那些使商
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来进行试验.

注意：上面的讨论是建立在
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，然后根据剩下的多项式的次数再决定是否要继续搜寻有理根，其具体做法见后面的例题1.

二．关于Eisenstein判别法
Eisenstein判别法不是万能的，事实上它只能对少数多项式有效，而且常常需要通过适当的线性变换将需判断的多项式变成一个可用艾氏判别法进行判断的多项式来判定. 其道理如下：

【基本原理】设
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三．三次有理系数不可约多项式的判别

三次有理系数多项式是否可约有一般方法—三次有理系数多项式不可约当且仅当它没有有理根.

例. 求多项式
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分析：这是一个高次方程，要想求出它的全部根，一个比较好的方法是首先求出它的全部有理根. 将此多项式的次数降下来，再求出它的实根和复根.

解：因
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列表检查：
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7.1.5教学方法：

讲授法
7.1.6作业安排及课后反思

作业：P46: 27(1,2), 28(2,4)

课后反思：

1．有理根与可约性的关系。
2．怎样分解整系数多项式？
7.1.7课前准备情况及其他相关特殊要求

1．不可约多项式

2．因式分解唯一性定理
7.1.8参考资料

黎克麟 宋乾坤 郭发明编著《高等代数教学分析与研究》，P26-28

7.2  第二讲
7.2.1教学日期：

7.2.2教学目标：理解并掌握n阶行列式的计算方法． 

7.2.3教学内容：n阶行列式的计算方法。

教学重点及难点：求行列式的递推法
7.2.4教学过程：

一．化“三角形”法

 化“三角形”法就是利用行列式的性质,把已知的
[image: image59.wmf]n

阶行列式的主对角线一侧的元素全化为零,再利用上,下三角形,计算出行列式的值.

例如:




                         


                         

.

二．析因子法

 如果行列式
[image: image60.wmf]D

中有一些元素是变数

(或某个参数)的多项式，则可以将行列式

当作一个多项式

，然后,通过观察行列式的特点，或对行列式施行某些变换，求出

的互素的线性因式，使得这些线性因式的乘积

与

只差一个常数

倍. 根据多项式相等的定义比较

与

的某一项系数,求出

值. 这样便求得

=

=



 EMBED Equation.2  
. 对于行列式中有些元素是
[image: image61.wmf]n

个变数的多项式也可以类似地处理.

例如:




可以看作关于

的多项式

即

=

.

当

=

时,




当

=

时,




所以,

有线性因子:
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另外,从行列式的定义知,

中含有

的最高次数为4,故



.

而

含

的项为

与

,比较它们的系数,不难发现

的系数为
[image: image63.wmf]3

-

,从而得

=-3. 故



.

三．拆行(列)法

拆行(列)法是把已知的
[image: image64.wmf]n

级行列式根据性质3,拆成若干
[image: image65.wmf]n

级行列式之和,然后再求出行列式的值.

例如:

              


                


                

.

当
[image: image66.wmf]2

>

n

时,等号右边第一个行列式中第2列与后面各列成比例,所以其值为零,第二个行列式中第2列与后面诸列相等,所以其值为零.

当
[image: image67.wmf]2

=

n

时,

.

当
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=

n

时,

.

故  


四．加边法

加边法是把
[image: image69.wmf]n

级行列式适当添加一行一列,得到一个
[image: image70.wmf]1

+

n

级行列式,使其值不变,并且要求所得到的
[image: image71.wmf]1

+

n

级行列式比较容易求出其值.

例如:

                  


                     =


                     =


                     =


                     =

.

五．递推法

递推法是先利用行列式的性质，把给定的
[image: image72.wmf]n

级行列式

用同样形式的
[image: image73.wmf]1

-

n

级（或更低级）行列式表示出来，这种表示称为递推关系式，然后，根据递推关系式求出

的一般表示式.

例如:

        


            =

＋


            =

.

于是有:




                            


                            

.

六．数学归纳法

数学归纳法与递推法有异曲同工之妙,从本质上讲,要利用学归纳法,必须要得到一个递推关系.

除以上介绍的六种常用方法以外,还有换元法和利用行列式的乘法规则计算行列式的值两种不常用的方法,在此就不详述了.

7.2.5教学方法：

讲授法
7.2.6作业安排及课后反思

作业：P99: 17, 18
课后反思：行列式的各种计算方法间的关系

7.2.7课前准备情况及其他相关特殊要求

1．行列式的定义

2．行列式的性质
7.2.8参考资料

黎克麟 宋乾坤 郭发明编著《高等代数教学分析与研究》，P49-56
7.3  第三讲
7.3.1教学日期：

7.3.2教学目标：理解线性方程组有解判别定理及其数学思想，能灵活运用判别定理解线性方程组，熟练掌握线性齐次方程组的基础解系。
7.3.3教学内容：线性方程组有解判别定理和线性方程组解的结构
教学重点：理解线性方程组有解判别定理及其数学思想，能灵活运用判别定理解线性方程组。理解并掌握一般线性方程组与其导出方程组的解的关系；领会本节所反映的研究方法的同时，熟练掌握线性齐次方程组的基础解系。

教学难点：不灵活运用判别定理讨论一些带参数的线性方程组。对求一般齐次线性方程组的基础解系的标准方法的推导过程不能理解。
7.3.4教学过程：
一．线性方程组有解判别定理

线性方程组有解判别定理：线性方程组



       （1）

有解的充分必要条件是它的系数矩阵




与增广矩阵




有相同的秩。

    证明：令A的列向量为

；并令

。则

为

的列向量，于是我们有：

    线性方程组（1）有解



 EMBED Equation.2  
可由向量组

线性表出

                        

向量组

与向量组

有相同的秩

                        

秩A=秩

。
二．问题总结
1. 有多少解问题可以总结如下：

    基本结论：设r=秩A=秩

，则对于线性方程组（1）有：

              （i）当r<n时，线性方程组（1）有无穷多个解；

              （ii）当r=n时，线性方程组（1）有唯一解。

    2. 本节所给出的线性方程组有解判别定理和消元法是一致的。但对问题的认识更深刻，更理性。

三．几个例题
    例1. 判别线性方程组




是否有解？有解时求出其通解。

    解：对该方程组的增广矩阵

施行初等行变换：

     


由上知：秩A=秩

=4<5，故该方程组由无穷多解，且原方程组与如下方程组同解，




故原方程组的解为：



。

    例2. 决定

使




有解，并求出所有解。

    解：对该线性方程组的增广矩阵施行初等行变换：

         


由有解判别定理知：该方程组有解



 EMBED Equation.2  
。

    若

，则由




得原方程组的解为：



。

    例3. 讨论λ取什么值时，下列方程组有解，并求解。




    解法1. 对此方程组的增广矩阵

施行初等行变换：

    


由此可知：

    1°当λ≠1，λ≠-3时，原方程组由唯一解，其解为：



；

    2°当λ=1时，原方程组与方程

同解，故此时原方程组由无穷解，其一般解为：



；

    3°当λ=-3时，代入上面变换过程中倒数第二个矩阵，有：




此时，秩A=3＜4=秩

，原方程组无解。

    解法2. 考虑原方程组的系数行列式







    讨论：

    1°当λ=1时，对原方程组的增广矩阵施行初等行变换，有：




显然有：秩A=秩

=1，原方程组有无穷解，其解为：



；

    2°当λ=-3时，对原方程组的增广矩阵施行初等行变换，有：




此时，秩A=3＜4=秩

，原方程组无解；

    3°当λ≠1，λ≠-3时，由Gramer法则知：原方程组由唯一解，并利用Gramer法则可解得：



。

    说明：此种类型的题目时对线性方程组有解判别定理的全面应用。在其解法上，一般情况均可按照解法2来解题，这是因为通过计算线性方程组的系数行列式的值，一下子明确了讨论的范围，可按部就班地进行讨论，有解时求出其解即可。

    例4. 设线性方程组



       （※）

的系数矩阵

的秩等于矩阵




的秩。证明（※）必有解；反之，若（※）有解，是否一定有秩A=秩B？

    分析：要证明线性方程组（※）有解，只须证明它的系数矩阵A的秩与增广矩阵

的秩相等。利用矩阵秩的相关知识，有如下几种证法。

    证法1. 注意到系数矩阵、增广矩阵与矩阵B的关系：



，

，

           


它们的秩应满足：秩A≤秩

≤秩B，而秩A=秩B，于是有：秩A=秩

，故（※）有解。

    证法2. 设秩A=r，秩

=

，

行向量组。并设

为

的一个极大线性无关组，则

线性无关，从而

也线性无关（

可看成是在

中添加一个分量

所成），因此秩

≥秩A。又因

的行向量组的任意线性无关组

也是B的行向量组的一个极大线性无关组，因此，秩

≤秩B=秩A，故有秩A=秩

，线性方程组（※）有解。

    证法3. 设

为

的列向量组，

为B的列向量组。要证明（※）有解，只须证明

可由

线性表出。

    因为秩A=秩B≤n，所以B的列向量组线性相关，设

为A的列向量组的一个极大线性无关组，其中：

;则添加一个分量后得向量组

也线性无关。因此

也是B的列向量组的一个极大线性无关组，由此可知：B的最后一列可由前n列线性表出，故

可由

线性表出。

    注意：当线性方程组（※）有解时，不一定有秩A=秩B。例如，对于方程组




有：




且秩A=秩

=2，方程组有解，但是




因此

的秩是3，而
[image: image74.wmf]2
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四．解的结构问题是指解与解之间的关系
    解的结构问题是指解与解之间有什么关系？在线性方程组



       （1）

无解或只有唯一解时，时无所谓解的结构的。因此本节讨论的基本前提是（1）有无穷多个解。在次前提下，结构问题的一般提法是

    结构问题：线性方程组的所有解构成的集合S（为数域P上n维向量空间

的一个子集）的“秩”—线性无关解的最大个数是多少？怎样求出“极大线性无关组”？怎样表达线性方程组（1）的解？

五．研究方法

    本节仍本着数学研究的基本原则：首先解决最简单情形或特殊情形，然后再将复杂情形或一般情形转化成简单情形或特殊情形来解决。事实上，线性方程组（1）的特殊情形为：



       （※）

它称为线性方程组（1）的导出方程组。因此，首先研究方程组（※）的解的结构。

六．线性齐次方程组解的结构

    1. 线性齐次方程组（※）的解的结构由下列结论给出：

    引理1. 线性齐次方程组（※）的两个解之和是（※）的解。

    引理2. 线性齐次方程组（※）的解的任意倍数也是（※）的解。

    推论：线性齐次方程组（※）的若干个解的线性组合也是（※）的解。

    定义：若t个n维向量

满足：

    1°

都是线性齐次方程组（※）的解向量；

    2°

线性无关；

    3°线性齐次方程组（※）的任意解都可以由

线性表出。

则称

为线性齐次方程组（※）的一个基础解系。

    线性齐次方程组解的结构定理：若方程组（※）的系数矩阵A的秩为r<n，则方程组（※）有基础解系，且一个基础解系所含解向量的个数等于n－r；

    若

为方程组（※）的基础解系，那么方程组（※）的任意解

都可以唯一地表示为




其中：

为数域P中的数。此式称为线性齐次方程组（※）的通解。

    注：求出了方程组（※）的基础解系，就掌握了方程组（※）的全部解的核心，同时也就掌握了方程组（※）的全部解。因此求基础解系是学习高等代数应掌握的最基本的技术之一，每本高等代数书够介绍了求基础解系的标准方法，这是必须理解并掌握的。

    2. 一般线性方程组（1）的解的结构由下面的结论构成：

    引理3. 线性方程组（1）的两个解之差是它的导出方程组（※）的一个解。

    引理4. 线性方程组（1）的一个解与它的导出方程组（※）的一个解之和是线性方程组（1）的一个解。

    线性方程组解的结构定理：如果

是线性方程组（1）的一个特解，

（秩A=r<n）为其导出方程组（※）的一个基础解系，则线性方程组（1）的通解为：




其中：

为数域P中的数。

七．经典例题
    例1. 求下列方程组的基础解系和通解

      ⑴

             ⑵


    解：⑴ 对方程组的系数矩阵施行初等行变换：







故原方程组同解于如下方程组




于是有：



，

令

，

令

，

由此得原方程组的一个基础解系为




其通解为：



。

    ⑵ 对方程组的系数矩阵施行初等行变换：




故原方程组与如下方程组同解：



；

令

；

令

。

由此得方程组的基础解系为：




其通解为：



。

    例2. 求下列方程组的通解




    解：对此方程组的增广矩阵施行初等行变换如下：




故原方程组的解为




令

，得此方程组的一个特解为



；

而此方程组的导出方程组的解为




令

，

令

，

故原方程组的通解为：



。

    例3. 设线性齐次方程组




的系数行列式

，而

中某一元素

的代数余子式

。证明：此方程组的所有解都可以写成




的形式，此处k为任意数。

    分析：从要证明的结论看，事实上就是要证明

为一基础解系，由条件

与存在

知：此方程组的系数矩阵的秩为n－1，故基础解系的确只有一个向量，又结论中的

为第i行代数余子式，联想到按行展开的公式便可证明。

    证明：因为

，而

的代数余子式

，所以秩A= n－1，故此方程组的基础解系只有一个解向量。

    由于




因此

是此方程组的一个解，又

，所以

为非零解向量，因而线性无关。从而

为此方程组的一个基础解系，其任意解均可写为：



，    k为任意数。

    例4. 设线性方程组



      （＃）

其中

不全为零，系数矩阵的秩为r<n，

为(＃)的一个特解，

为（＃）的导出方程组的一个基础解系，令




则：⑴

线性无关；

    ⑵（＃）的任意解向量

可表示为




其中：


    证明：⑴由结构定理知

均是（＃）的解，今设




将

代入上式，整理得




注意到：

。否则由

知：

可由

线性表出，这样

应是（＃）的导出方程组的一个解，但这是不可能的，因为由题设

不全为零知，

不可能是（＃）的导出方程组的一个解。于是有




因

线性无关，所以




从而有

（

）。

    综上，

线性无关。

    ⑵设

是（＃）的任意一个解，因为

－

为（＃）的导出方程组的一个解，所以



－

可由

线性表出，即




将

代入上式，移项整理得




令

，则有




且

。

7.3.5教学方法：

讲授法
7.3.6 作业安排及课后反思

作业: P157：20， 22

课后反思：基础解析与极大无关组的关系
7.3.7课前准备情况及其他相关特殊要求

1．向量空间的定义

2．齐次线性方程组有唯一解的条件

7.3.8参考资料

黎克麟 宋乾坤 郭发明编著《高等代数教学分析与研究》，P83-87
7.4  第四讲
7.4.1教学日期：

7.4.2教学目标：掌握三种初等矩阵，理解初等矩阵与矩阵初等变换之间的关系。
7.4.3教学内容： 初等矩阵
教学重点：理解初等矩阵与矩阵初等变换之间的关系；掌握用初等变换求可逆矩阵的逆矩阵的方法。

教学难点：用初等变换求可逆矩阵的逆矩阵这一方法的原理。
7.4.4教学过程：
一．三种初等矩阵
初等矩阵是一类极为特殊的矩阵，它们是由单位矩阵E经过一次初等变换而得到的，它
们都是可逆矩阵。由于初等变换有三种，因此初等矩阵分为三类：

1. 互换单位矩阵E的i行与j行的位置所得的初等矩阵，记为

，即




且

。

2. 用数域P中非零常数k乘以单位矩阵E的第i行所得的初等矩阵，记为

，即




且

。

3. 把单位矩阵E的j行的k倍加到i行所得的初等矩阵，记为

，即




且

。

结论：初等矩阵的逆矩阵仍是初等矩阵。

二．初等矩阵的重要性
初等矩阵的重要性主要体现在下面的结论中

引理：对一个

矩阵

作一初等行变换就相当于在

的左边乘以相应的

初等矩阵；对

作一初等列变换就相当于在

的右边乘以相应的

初等矩阵。

这个引理告诉我们：在我们求矩阵的秩和求解线性方程组中所使用的初等变换过程，事实上，是对某个矩阵左乘或右乘初等矩阵的过程。由于初等矩阵是可逆的，根据定理4，便很容易明白“矩阵的初等变换不改变矩阵的秩”。

三．矩阵的等价关系与矩阵的分类

定义：矩阵

与

称为等价的，如果

可以由

经过一系列初等变换得到。

说明1：我们约定用

～

表示

与

等价，则上述定义可表述为：



～



 EMBED Equation.2  
有初等矩阵

使得

。

这样，在所有

矩阵之间建立了一个关系“～”，这一关系具有如下性质：

(i)  反身性：即对任何

矩阵都有：

～

；

(ii)  对称性：若

～

，则

～

。

    事实上，若

～

，则有初等矩阵

使得

，从而有




这说明：

～

。

(iii)   传递性：若

～

，且

～

，则

～

。

利用定义不难证明传递性。请读者自己给出它的证明。

说明2：由于

矩阵之间的关系“～”具有反身性、对称性和传递性，这说明关系“～”的确是

矩阵之间的一个等价关系。因而利用此关系“～”可以对

矩阵进行分类，为此我们有如下结论：

定理：设

为任意

矩阵，

，则 

～

，并称

为

的标准形。

由这个定理和等价关系的性质，我们有如下重要推论：

推论：设

，

是两个

矩阵，则

～



 EMBED Equation.2  
。

说明3：由上面的定理和推论可知，任意两个

矩阵等价的充分必要条件是：它们的秩相等，即矩阵的秩是判断两个

矩阵是否等价的唯一特征，因此我们认为：矩阵的秩是一个代数不变量。另一方面，对一个

矩阵

来说其秩满足：

。故按等价关系“～”可以将所有

矩阵分为

类。

四．求逆矩阵的初等变换方法

由于n阶可逆方阵的秩为n，其标准形就是单位矩阵E，即任一n阶可逆方阵都等价于单位矩阵E，由说明1，有

定理：设

为一n阶方阵，则



可逆

存在初等矩阵

使得

或
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经过一系列初等变换化成单位矩阵E。

由此定理可知：

。这说明：如果用一系列初等行变换把可逆矩阵

化成单位矩阵，那么同样地用这一系列初等行变换去化单位矩阵E，便得到

，但是怎样才能在对

施行初等行变换时，同时也对E施行一次同样的变换呢？其基本想法如下：

把

和E拼成一个

矩阵

，根据矩阵的分块乘法，有




即对矩阵

施行初等行变换，当将前半部分化成单位矩阵E时，后半部分就是矩阵

的逆矩阵

。

五．经典例题

例1. 求方阵

的逆矩阵。

    解：计算

的所有代数余子式如下：




则

的逆矩阵为



。

    例2. 对线性方程组的应用。

    设有线性方程组




记




由矩阵的乘法，有




当矩阵

可逆时，此方程组有唯一解且其解为



。

    注：这种情形只不过是方程组中的一种极特殊情形。

    例3. 设

是

阶矩阵，证明：秩


    证明：①当秩

时，由公式

知：

，故秩

。

    ②当

，此时由公式

有：

，于是有：

，从而有：

；

    另一方面，由

知：

中有一元素的代数余子式不为零，这说明

中有一元素不为零，从而

。由此可知：

。

    ③

，

的所有

阶子式均为零，这样

的所有元素的代数余子式均为零，故

，从而秩

。

例4. 求矩阵

的逆矩阵

。

解：对矩阵

施行初等行变换如下：




所以

。

例5．当矩阵

可逆时，求解矩阵方程

的初等变换方法。

方法：因方阵

可逆时，矩阵方程

的解为：

。因此，可以利用求逆矩阵的初等行变换方法来计算出

，即作矩阵

，然后对矩阵

施行初等行变换，当前半部分化成单位矩阵E时，后半部分就是

。

如：解矩阵方程

。

解：对矩阵

施行初等行变换如下：




故

。

读者可以仿此方法给出求解矩阵方程

的初等变换方法。

7.4.5教学方法：

讲授法
7.4.6作业安排及课后反思

作业：P201: 20(4,5,8)
课后反思：初等变换与初等矩阵的一致性
7.4.7课前准备情况及其他相关特殊要求

1．可逆的准对角性矩阵的求逆方法

2. 复习矩阵的乘法

7.4.8参考资料

黎克麟 宋乾坤 郭发明编著《高等代数教学分析与研究》，P106-109
7.5  第五讲
7.5.1教学日期：

7.5.2教学目标：理解正定二次型和正定矩阵的概念，掌握二次型正定的判别条件；特别是正定矩阵判别的充分必要条件.

7.5.3教学内容： 正定二次型
教学重点：理解正定二次型和正定矩阵的概念，掌握二次型正定的判别条件；特别是正定矩阵判别的充分必要条件.

教学难点：本节中所涉及到的命题的证明的理解。
7.5.4教学过程：正定矩阵判别的充分必要条件的证明.
一．正定二次型的概念

定义5.4.1. 实二次型

称为正定的，如果对任意一组不全为零的实数

都有

.

注意：如果我们用函数的观点来看二次型，则可以把

看成是

的一个实函数，即




亦即对

，我们有

. 于是上述定义可表述为：

二次型

正定当且仅当对

，我们有

.

显然，二次型

是一正定二次型，但二次型



 EMBED Equation.2  
不是正定二次型. 不难发现

推论5.4.1. 二次型

正定的充分必要条件是：

.

二．正定性的判别

问题：对任意二次型

怎样去判断它的正定性呢？

思考和解决问题的一般原则：首先解决最简单的情形，然后用把复杂情形，一般情形归结为这个最简单情形的方针来解决复杂情形，一般情形.

显然，上面的推论是问题的特殊情形. 容易想到，解决此问题的思路是：将一般二次型化成标准形，然后由标准形来判断是否正定. 但是，在将一个一般二次型化成标准形的过程中，二次型的正定性会不会发生改变呢？

下面我们就来分析此问题. 假设




若

正定，则对

，有

. 于是对

，注意到：由

可逆且

，有

，从而有：



.

这说明二次型

正定.

反之，若二次型

正定，对

，有



.

这说明二次型

正定.

基本结论：非退化线性替换保持二次型的正定性不变.

由此基本结论及上面的推论，立即可得

定理 5.4.1. n元实二次型

是正定的充分必要条件是它的正惯性指数等

于n. 即二次型

的标准为



.

三．正定矩阵及其判别

定义5.4.2. 实对称矩阵

称为正定的，如果二次型

正定.

推论5.4.2. 一个实对称矩阵是正定的当且仅当它与单位矩阵合同. 即



正定

使得

.

证明：设

为一实对称矩阵，若

正定，则实二次型

正定，由定理5.4.1知：此二次型

的标准形为



.

故存在可逆矩阵

使得

.

推论5.4.3. 若

正定，则

.

证明：因

正定，由推论5.4.2，有可逆矩阵

使得

，从而

.

注意：在定义5.4.2中，要判断一个实对称矩阵

是否是正定矩阵须用二次型

的正定性来判别，或根据推论5.4.3寻求一个可逆矩阵

使得

. 但在实际中，这两者都不方便. 那么，有没有更为简便的方法来判断

达到正定性呢？下面我们就来寻求其它的判别方法.

设有二次型

，

，即

，而二次型
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所对应的矩阵为

，注意到当

时，二次型

正定可得二次型

正定（为什么？请想一想），由推论5.4.3知



.

定义5.4.3. 设

为一对称矩阵，对于

，行列式



.

称为矩阵

的

阶顺序主子式.

将上面的推导总结起来，便得到如下结论

结论5.4.1.（

正定的必要条件）实对称矩阵

正定，则

的所有顺序主子式大于零.反之，如果一个实对称矩阵

的所有顺序主子式均大于零，矩阵

是不是正定的呢？

设

为一对称矩阵，

的所有顺序主子式

. 我们来考察

是否与单位矩阵合同. 因

，取矩阵

，其中

，则




令

，则矩阵

的

阶顺序主子式
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这是由

的第一列分别乘以

加到第

列（利用

）得到的.这说明：

的一切顺序主子式皆大于0，自然可以想到，对矩阵

按与

类似的方法降阶. 不过，更聪明的想法是做归纳假定：假设对所有

阶实对称矩阵，如果它的所有顺序主子式均大于0，则它合同于单位矩阵. 这样便有

阶可逆矩阵

，使得

，于是，令



.

则我们有



.

这说明：矩阵

合同于单位矩阵

，故

正定.

综上所述，我们有

定理5.4.2. 实对称矩阵

正定的充分必要条件是

的所有顺序主子式皆大于0.

四．与正定性平行的概念
定义5.4.3. 设

是一实二次型，若对

都有

(i)  

，则称二次型

为负定的.

(ii)  

，则称二次型

为半正定的.

(iii)  

，则称二次型

为半负定的.

(iv)  若

既不是半正定的又不是半负定的，则称它为不定的.

推论5.4.4. 实二次型

为负定的充分必要条件是二次型

为正定.

对于半正定二次型也有与正定二次型相对应的类似结论：

定理5.4.3. 对于实二次型

，

，下列条件等价

(1)  

是半正定的.

(2)  

的正惯性指数与秩相等.

(3)  有可逆实矩阵

，使得



，其中

.

(4)  有实矩阵

，使得

.

(5)  
[image: image76.wmf]A

的所有主子式皆大于或等于零.

注：所谓主子式就是行指标与列指标相同的子式.

证明：(1)

(2). 若

半正定，设

的标准形为：



，

.

我们不难证明非退化线性替换保持半正定性不变，因而

.故

的正惯性指数与秩相等.

(2) 

(3). 若

的正惯性指数与秩相等，则存在可逆矩阵

，作非退化线性替换

，得二次型

的标准形为：



，其中

.

即



.

其中

.

(3) 

(4). 因




其中

.于是有



.

令

，则有

，即(4)成立.

(4) 

(1). 若有实矩阵

，使得

，则对于二次型

，任取

，有

，故二次型

为半正定二次型.

下面我们证明(1)

(5) .

(1) 

(5). 设二次型

为半正定二次型，任取

的一个

级主子式相应的矩阵



，其中

.

作以

为矩阵的

元二次型



.

因为二次型

半正定，所以对任意非零的

元向量

，

. 特别地，取

，便得到



.

所以对任意非零的实

元向量

都有

，即

为半正定二次型，从而有

，故

的任意主子式均大于或等于零.

(5) 

(1). 设

的主子式均大于或等于零. 作以

为矩阵的二次型



.

任取

的

级顺序主子式



.

由行列式的性质，得



.

其中

是

的一切

级主子式之和（

）.由于

的

级主子式也是

的

级主子式，而

的主子式均大于或等于零，故

，

. 从而，当

时，有

，

，这说明：当

时，

是正定矩阵. 若二次型

不是半正定的，则存在一非零向量

，使得

.设

（

），取

（因

，于是

），则有

. 这与

时，二次型

为正定二次型矛盾.从而

为半正定二次型.

五．典型例题

例1.   二次型

的顺序主子式

均不为零，则存在非退化线性替换

，使



.

证明：用数学归纳法.

当

时，命题是显然的. 假设命题对

成立，考虑

：令




其中

为线性齐次方程组




的非零解（若

，则

是线性齐次方程组

的非零解，这与

矛盾）.于是，对二次型

作非退化线性替换

，得



.

两端取行列式，得：



.

                 所以



.

从而，有

.

令

，由归纳假定，知存在

，



使得



.

令

，取

，则二次型

经非退化线性替换

，有



.

注. 此题实际上给出了顺序主子式不为零时求二次型标准形的一个公式.

例2.  设

为n个实数，问二次型




何时正定？

解：令

便得：



.

但必须要求所作的线性替换是非退化的，即



.

故当

时，二次型

正定.

例3.  证明：(1) 如果

是正定二次型，那么




是负定二次型；

(2)  如果

是正定矩阵，那么

，这里

是

的

级顺序主子式；

(3)  如果

是正定矩阵，那么

；

(4)  如果

是n级实可逆矩阵，那么

.

证明：(1)作非退化线性替换

，即



.

则
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因

为正定矩阵，所以

为负定二次型.

(2)  因

为正定矩阵，故其顺序主子式

所对应的矩阵

也是正定矩阵，由(1)知，二次型




是负定二次型. 而
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因

负定，则

，从而有



.

(3)  由(2)有



.

(4)  由

为实可逆矩阵，则

为正定矩阵（推论5.4.2），于是




由(3)知



.

7.5.5教学方法：

讲授法
7.5.6作业安排及课后反思

作业：P233: 7(1,2), 8(1), 10, 12
课后反思：正定二次型的几何形状
7.5.7课前准备情况及其他相关特殊要求

1．复习方阵的行列式

1．复习分块矩阵的乘法

7.5.8参考资料

黎克麟 宋乾坤 郭发明编著《高等代数教学分析与研究》，P127-137
7.6 第六讲
7.6.1教学日期：

7.6.2教学目标：深刻理解维数、基和坐标概念的同时，掌握维数、基和坐标之间的关系，特别是确定线性空间的维数和基的方法．

7.6.3教学内容： 维数、基与坐标
教学重点：理解维数、基和坐标概念.
教学难点：确定线性空间的维数和基的方法．
7.6.4教学过程：

一．本节的基本思想和方法

在建立了线性空间的定义之后，我们面临的一个主要任务就是：给抽象的线性空间引入适当的概念，然后利用这些概念研究抽象线性空间的基本性质．为达到此目的，一个充分体现了数学的扩张化和一般化的精神的方法就是：扩张、移植和一般化，其基本思想如下：

由于我们在第三章为研究一般线性方程组，引入了n维线性空间

，给出了一系列十分有用的概念，得到了

的若干基本性质．因此，我们的研究思路就是将

中的基本概念扩张、移植到抽象线性空间

中，然后得出抽象线性空间

的主要结论．其研究模式如下：

具体线性空间
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                     主要结论                        主要结论

将

中的基本概念一般化后所得到的抽象线性空间

的基本概念为：

定义6.2.1. 设

是数域

上的一个线性空间，

是

中一组向量，

是数域

中的数，那么向量




称为向量组

的一个线性组合．或者说向量

可以由向量组

线性表出．

定义6.2.1. 设

              

            (1)

                  

            (2)

是

中两个向量组．如果向量组(1)中每个向量都可以用向量组(2)线性表出，那么称向量组(1)可以用向量组(2)可以线性表出．如果向量组(1)与(2)可以互相线性表出，那么向量组(1)与(2)称为等价的．

定义6.2.3. 线性空间

中向量

称为线性相关，如果在数域

中存在

个不全为零的数

，使得




如果向量组

非线性相关，则称为线性无关．换句话说，向量组

称为线性无关，如果




则

．

主要结论：

结论1. 单个向量

是线性相关的充分必要条件是

．向量组

线性相关的充分必要条件是其中有一个向量是其余向量的线性组合．

结论2. 如果向量组

线性无关，而且可以被向量组

线性表出，那么

．（第三章定理2）

结论3. 如果向量组

线性无关，但向量组

线性相关，那么

可以被

线性表出，而且表示法是唯一的．（第三章习题3）
二．关于维数、基与坐标

维数、基与坐标这三个概念分别是我们所熟悉地几何空间的维数、坐标系与坐标概念的推广．由于我们生活在三维空间之中，我们很难想象四维或四维以上的空间，因此，这种推广只能依靠我们人类的理性了．请注意下面的定：

定义6.2.4. 如果在线性空间

中

(1)  有

个线性无关的向量

；

(2)  对

都有

线性相关．

则称

为

维线性空间，并称

为

维线性空间

的一组基．

又如果在线性空间

中可以找到任意多个线性无关的向量，则称

为无限维线性空间．

例如，线性空间

是

维线性空间，其中

便是它达到一组基；而线性空间

则是无限维的，因为对任意给定的

，向量组

都线性无关，即

中存在任意多个线性无关的向量．

定义6.2.5. 设

是

维线性空间

的一组基，

为

中任一向量，则向量组

线性相关，由结论3知，

可由基

线性表出，设




其中系数

是被向量

和基

唯一确定的的，这组数就称为向量

在

基

下的坐标，记为

．

三．怎样确定一线性空间的基和维数

我们将确定一线性空间的基和维数的方法概括为如下的定理．

定理6.2.1. 如果线性空间

有

个线性无关的向量

，且

中任一向量可以用

线性表出，那么

是

维的，而

就是

的一组基．

此定理实际上是定义6.2.4的等价命题，它说明了基和维数是同时确定的，即要确定一线性空间

的维数，关键是要找出线性空间

的一组基．

四．典型例题
例1. 令

是复数域

（或实数域

）上的线性空间，

是

中两个向量，证明

(1)  

，

作为

上线性空间

中的两个向量是线性相关的；

(2)  

，

作为

上线性空间

中的两个向量是线性无关的．

分析：要证明

，

的线性相关性，而已知

，

的具体分量，与第三章的方法一样，只须假设



.

然后解出

，若

全为零，则

，

线性无关；若

不全为零，则

，

线性相关．

证明：假设



.

将

，

的分量代入上式，得

        

.        (※)

从而

(1)  在复数域上解方程组




而此方程组在复数域上的系数行列式为



.

故有非零解，即向量

，

此时线性相关，从而(1)成立．

(2)  在实数域上，因

为实数，此时方程组为




而一个复数为零必须实部和虚部都为零，上面方程组的任何一个方程都说明

，故

，

作为实数域上线性空间

中的向量时是线性无关的．

注：此题说明线性空间中向量组的线性相关性与数域有关．

例2.  求

中全体对称（反对称）矩阵作成的数域

上的线性空间的基和维数．

分析：要求

中全体对称（反对称）矩阵所作成的空间的基和维数，必须根据对称（反对称）矩阵的特点，注意到

中对称与反对称矩阵的一般表示为



，


然后根据其百表达式，求出对称（反对称）矩阵的“生成元”——基．

解：设

中全体对称矩阵所作成的线性空间为

，全体反对称矩阵所作成的线性空间为

．于是对

，有
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即



.

从而

中任一矩阵

均可由

线性表出，又

线性无关，事实上，若假设



.

得矩阵



.

显然只有

．

由定理6.2.1知，

中全体对称矩阵所作成的线性空间为

的维数是6维的，其一组基为

．

设

，有



.

即



．

与对称矩阵的证明相似，不难证明

中矩阵

线性无关，故全体反对称矩阵所作成的线性空间为

是3维的，其一组基为

．

注意：此种类型的题目中，所求出的基向量必须要是线性空间中的向量，如全体对称矩阵的基是

，而不是

，

，这是因为

均不是对称矩阵的缘故．这一点请读者务必注意．

例3.  设矩阵




求与矩阵

可交换的矩阵全体所形成的线性空间

的基和维数．

分析说明：关于

为一线性空间的验证，可由子空间一节所给出的验证子空间的方法进行，也可以直接根据定义进行验证．下面只说明求

的基和维数的方法，与例2类似，我们首先求出

中矩阵的一般表达式，然后进行“分解”找出

的基和维数．

解：设

，由

，得



.

即



.

根据矩阵相等列出方程组，并解此方程组得



       

为自由未知量．

于是

中矩阵的一般表达式为
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由此可见，

的维数为3，其基为

．

一些常见线性空间的维数和标准基：

(1)  数域

上次数小于

的多项式关多项式的加法和数乘运算所形成的数域

上的线性空间

的维数为

，其标准基为：

．

(2)  

维线性空间

的标准基为：




(3)  数域

上

矩阵全体关于矩阵加法和数量乘法构成数域

上一

维线性空间，其标准基为：

．

(4)  复数域

作为实数域

上的线性空间是2维的，其基为：1，i．而将复数域

看成复数域

上的线性空间其维数为1，基便是数1．

(5)  有理数域

上线性空间

的维数为2，其基为：1，

．

7.6.5 教学方法：

讲授法
7.6.6 作业安排及课后反思

作业：P96: 1(1), 2(2), 3, 4

课后反思：
        如何 灵活 理解  维数和基
7.6.7 课前准备情况及其他相关特殊要求

1．复习向量组与极大无关组的关系

7.6.8参考资料

黎克麟 宋乾坤 郭发明编著《高等代数教学分析与研究》，P31-37

7.7  第七讲
7.7.1教学日期：

7.7.2教学目标：掌握矩阵可对角化的充要条件及矩阵对角化的标准方法．
7.7.3教学内容：第七章 线性变换——§3 特征值、特征向量与“对角化”
教学重点：掌握矩阵可对角化的充要条件及矩阵对角化的标准方法．
教学难点：对对角化过程的理解与掌握．
7.7.4教学过程：

一．关于对角化问题

根据“贯穿在整个数学中的经济化精神”，我们提出如下问题：

设

是一

维线性空间，给定

，如何选取

的基，使得线性变换

关于

的这组基的矩阵尽可能的简单？准确地讲，可否选取

的一组基，使得线性变换

关于

的这组基的矩阵是准对角矩阵（一般情形），或者是对角矩阵（简单情形）．

本节讨论问题的最简单情形，即讨论对于什么样的线性变换

，可选取

的基，使得线性变换

关于

的这组基的矩阵是对矩阵．用矩阵语言叙述为：什么样的矩阵

相似于一对角矩阵？

1. 两个相关概念

定义7.3.1. 设



 EMBED Equation.2  
，如果存在可逆矩阵



 EMBED Equation.2  
，使得




则称

是可对角化方阵，简称

可对角化．

定义7.3.2. 设

是一

维线性空间，给定

，若存在

的基

使得

在基

下的矩阵为对角矩阵，则称

可对角化．

2.  并不是每一个方阵都可以对角化

反例：令

，则

在实数域

上不能对角化．

事实上，若存在可逆矩阵

，使得




则有




即




由于

可逆，故

，不妨设

，但由①式与③式得

，矛盾．

一般地，形如

的矩阵都不能对角化．

3.  可对角化的条件

定理7.3.1. 设
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证明：由定义7.3.2即得.

定理7.3.2. 设
[image: image91.wmf]n

n

A

´

Î

P

，则矩阵
[image: image92.wmf]A

可对角化的充要条件是：存在
[image: image93.wmf]n

P

的基
[image: image94.wmf]n

x

x

x

,

,

,

2

1

L

使得


[image: image95.wmf]i

i

i

A

x

l

x

=

，
[image: image96.wmf]n

i

i

,

,

2

,

1

L

=

Î

，

P

l

.

证明：由定义7.3.1，有
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可对角化当且仅当存在可逆矩阵
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这等价于
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由于矩阵
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4.  线性变换对角化与矩阵对角化的同一性

在给定线性空间的一组基的前提下，线性变换的对角化与方阵的对角化事实上是完全同一的，见下面的定理.

定理7.3.3. 设
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可对角化的充要条件是矩阵
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可对角化.

证明：必要性.  若线性变换
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可对角化，由定义7.3.2知：存在
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使得
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在基

下的矩阵为对角矩阵. 即
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充分性.  若矩阵
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现在令
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即线性变换
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可对角化.
二．研究线性变换对角化的基本思路

我们的研究目标是：对
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由定理7.3.1知：
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但这一想法还有许多技术细节要完成，为此，我们引入两个概念及相应的思想方法。
三．特征值与特征向量

1. 基本概念

定义7.3.3. 设
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注2：不是每一个线性变换都有特征值和特征向量. 例如，线性空间
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2．特征值与特征向量的基本性质
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同理可证：
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3.  寻找特征值与特征向量的方法

1  特征多项式

定义7.3.4. 设
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称为矩阵
[image: image270.wmf]A

的特征多项式.

2  特征多项式与特征值的关系

定理7.3.4. 设
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3  求线性变换
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第一步  在线性空间
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第二步  求出矩阵
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它们也是线性变换
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第三步  把所求得的特征值
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对于每一个特征值，解方程组
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解：取线性空间
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于是得线性变换
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从而矩阵
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的特征多项式为
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从而线性变换
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对其增广矩阵施行初等行变换如下：
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于是得该线性齐次方程组的基础解系为：
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对其增广矩阵施行初等行变换如下：
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从而得该线性齐次方程组的基础解系为：
[image: image320.wmf])
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的属于特征值6的特征向量
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并化简得线性齐次方程组
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于是该线性齐次方程组的基础解系为：
[image: image326.wmf])
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，这样线性变换
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的属于特征值
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7.7.5 教学方法：

讲授法
7.7.6 作业安排及课后反思

作业：P96: 1(1), 2(2), 3, 4

课后反思：
        理解 特征值 矩阵对角化的本质含义
7.7.7 课前准备情况及其他相关特殊要求

1．复习对角矩阵 相似矩阵

7.7.8参考资料

黎克麟 宋乾坤 郭发明编著《高等代数教学分析与研究》，P31-37

7.8  第八讲
7.8.1教学日期：

7.8.2教学目标：掌握对称变换的概念及对称变换的刻画，理解对称变换的性质，掌握对称矩阵对角化的方法.

7.8.3教学内容： 对称变换与实对称矩阵的标准形
教学重点：掌握对称变换的概念及对称变换的刻画，理解对称变换的性质，掌握对称矩阵对角化的方法.

教学难点：对称变换基本定理的证明.
7.8.4教学过程：

一．对称变换的概念与刻画

1． 对称变换的概念

对称变换起源于实对称矩阵.
定义8.4.1. 对任一实对称矩阵
[image: image330.wmf]A

，把它看成是
[image: image331.wmf]n

维欧几里得空间
[image: image332.wmf]V

的某一线性变换
[image: image333.wmf]A

在某一组标准正交基下的矩阵，则称线性变换
[image: image334.wmf]A

为
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的一个对称变换.
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[image: image336.wmf]n

n

A

´

Î

R

，
[image: image337.wmf]A

A

=

¢

，则由
[image: image338.wmf]A

决定的线性变换


[image: image339.wmf]Î

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

=

"

=

2

1

n

x

x

x

A

M

x

x

x

，

A



 EMBED Equation.3  [image: image340.wmf]n
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是一个对称变换. 
[image: image341.wmf]A

在标准正交基
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[image: image343.wmf]A

.
2． 对称变换的刻画

定理8.4.1. 设
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[image: image345.wmf]V

为一
[image: image346.wmf]n

维欧几里得空间，则下列各条等价：

(i) 
[image: image347.wmf]A

是对称变换；
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在
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证明：(i)
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(ii). 若
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是对称变换，设
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即
[image: image369.wmf]B

为对称矩阵.
(ii)
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(iii). 设
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(iii)
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这说明
[image: image395.wmf]A

为对称矩阵.
注1. 一般教科书都采用(iii)作定义，因为以(iii)作定义，不仅对于有限维欧几里得空间，而且对于无限维欧几里得空间也适用.
注2. 对称变换全体构成
[image: image396.wmf])
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注3. 若
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二．对称变换基本定理

对称变换基本定理  设
[image: image401.wmf]A

为
[image: image402.wmf]n

维欧几里得空间的一个对称变换，则在
[image: image403.wmf]V

中存在一组标准正交基，使
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在这组标准正交基下的矩阵为对角矩阵.

引理1. 设
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是实对称矩阵，则
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的特征值皆为实数.

分析证明：要证明
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引理2. 设
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引理3. 设
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是实对称矩阵，则
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分析证明：设
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对称变换基本定理的分析证明：

要证明任一对称变换
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四．典型例题
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例2. 用正交线性替换化二次型
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为标准形，并写出这个正交线性替换.
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例3. 试证：实矩阵
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为对称矩阵，由对称变换基本定理知：
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可对角化，所以
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有
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个线性无关的特征向量.

充分性. 设
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有
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个线性无关的特征向量
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，则它们是
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的一组基. 对任意
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并定义二元实函数 
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. 显然这样定义的二元函数满足内积定义的四个条件. 于是
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为一欧几里得空间.

由于
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故
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为对称变换.

7.8.5 教学方法：

讲授法
7.8.6 作业安排及课后反思

作业：P96: 1(1), 2(2), 3, 4

课后反思：
        实对称矩阵的对角化
7.8.7 课前准备情况及其他相关特殊要求

1．复习对角化

7.8.8参考资料

黎克麟 宋乾坤 郭发明编著《高等代数教学分析与研究》，P31-37

8．课程要求

8.1学生自学的要求：

1．按老师指定内容自学（课前预习、课后复习）

2．按自己实际学习状况自学

8.2课外阅读的要求：

多看老师指定参考书籍，积极思考课堂布置的课外思考题。

8.3课堂讨论的要求

积极思考，积极提问，积极回答

9．课程考核方式及评分规程

9.1出勤（迟到、早退等）、作业、报告等的要求：

出勤：缺一次扣平时成绩3分,迟到、早退扣平时成绩2分，事假扣平时成绩1分。

作业：全批全改，用A、A-、B、B-四个等级，分别表示90-100、80-89、70-79和60-69。

9.2成绩的构成与评分规则说明：

没有期中考试时：平时成绩占30%，期末卷面成绩占70%折算成学科成绩。

有期中考试时：平时成绩占20%，期中卷面成绩占20%，期末卷面成绩占60%折算成学科成绩。

9.3考试形式及说明（含补考）

平时以出勤和作业为主，期末卷面分A、B卷，难度相当，题型与分值相同，重复率不超过15%，任选一套作期末试卷，另一套作补考试卷 

10．学术诚信规定

10.1考试违规与作弊

严格遵守并执行学校《学生手册》
10.2学术剽窃等
遵守知识产权，除非教师有特别要求，否则所有的作业、论文等都应学生自己完成。
11．课堂规范

11.1课堂纪律

遵守学校学生手册和行为规范。
11.2课堂礼仪
课堂教学是人才培养的重要环节，课堂是大学生接受教育的神圣殿堂。良好的课堂行为规范，是大学生素质的重要体现，是大学生良好精神风貌的重要体现，是高校学风建设的关键。  
（1）学生应认真完成每一堂课的各个教学环节，至少提前十分钟到达上课地点；  
（2）学生应自觉遵守和维护课堂纪律，上课期间应关闭手机、MP3等通讯和娱乐设备；禁止在教室内及附近大声喧哗； 
（3）为保证一个清新的课堂教学环境，不得携带食物、饮料等进入课堂食用，不得在教室内吸烟；
（4）学生在课堂上应举止言行得体，不得有不文明的言语和举动；男女同学之间交往应得体，不得在课堂内表现出不雅言行；  
（5）学生在课堂上应尊重老师，未经老师许可，不得随意进出教室或做出其他不雅举止，课间值日生应主动为老师擦黑板； 
（6）为保持清洁的教学环境，学生应自觉维护教室内及走廊卫生，不得在课桌、教室墙壁等处涂抹刻画，不得在教室及走廊随地吐痰或乱扔杂物；
（7）学生应保持良好的个人形象，自觉遵守作息时间，保证上课精力充沛、精神饱满，禁止上课睡觉；课堂着装应得体，不得穿拖鞋、背心上课，不宜过度暴露。
（8）学生应根据课程教学安排认真完成课前预习、课堂笔记、课后作业。课堂上应积极参与讨论，认真回答问题，不做与课堂教学无关的事情。
（9）严格按课程表出勤，不迟到，不早退。认真对待教师课堂考勤，答到时应举手示意，声音响亮，不得替他人答到。
（10）不得旷课，因病因事不能正常出勤者应履行有关请假手续
12．课程资源

12.1教材与参考书

使用教材：
北京大学数学系几何与代数教研室代数小组编，高等代数（第三版），高等教育出版社，1988.
参考书：
1．北京大学数学系几何与代数教研室代数小组编，高等代数（第二版），高等教育出版社，1988.
2．张禾瑞，郝鈵新编，高等代数（第三版），高等教育出版社，1985.

3．黎克麟 宋乾坤 郭发明编著《高等代数教学分析与研究》，四川大学出版社，2004.
12.2专业学术专著

《代数学教程》（英文版）

12.3专业刊物
1．各高校学报(自然科学版)；

2．《数学通报》，《数学认识与实践》，《工程数学学报》等

12.4网络课程资源

借助于校园网，开设学术论坛。使用e-mail、进行即时的沟通交流等等。采用网上辅助教学手段，对拓展学生的知识面，活跃教学气氛，提高教学效率都有很好的促进作用。

12.5课外阅读资源
1．刘云英，张益敏，曹锡皞，李景斋编，高等代数习作课讲义，北京师范大学出版社，1987.
2．王正文编著，高等代数分析与研究，山东大学出版社，1994.
13．教学契约

13.1阅读课程实施大纲，理解其内容

13.2同意遵守课程实施大纲中阐述的标准和期望

14．其他说明

《代数与几何》是数学各专业的基础核心课程，对数学后继学科的学习起关键作用；对物理等其它工科的一些学科的基础。务必请同学们学好它：

1．树立目标,为之奋斗;

2．正确掌握代数的学习方法，多与任课教师和高年级同学沟通讨论；

3．独立完成作业，不懂则问；
4．作业书写要求过程严谨，字迹工整、清晰。

5．常预习和复习巩固。
a.线性组合


b.向量组等价


c.线性相关与线性无关





a.线性组合


b.向量组等价


c.线性相关与线性无关
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