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教学理念 

 

古有“一日为师，终身为父”、“师者，传道、授业、解惑也”的说法，

今有“春蚕到死丝方尽，蜡炬成灰泪始干”的名句，“身为世范，为人师表”

的谨言，可见教师在学生成长和发展中的不可取代的重要作用。因此，教

师在日常的教学活动中，就要时时关注学生的需要与发展。 

1、以人为本。重视教育对象，尊重教育对象，爱护教育对象，赏识教

育对象，提升和发展人的精神文化品质。公平对待每一个学生，不以个人

的私利和好恶为标准。现代教育的特征就是发展人的主体性，教师不能一

直充当“主角”，而让学生仅仅充当的是“配角”，剥夺了他们自主学习的

权利。通过学习和教育达到自身的和谐发展，是人类认识自然和社会、不

断完善和发展自我的必由之路。 

2、全面发展。人的全面发展是社会发展的根本问题，也是教育的根本

目的和价值取向。人的全面发展理论是马克思主义理论的重要组成部分。

在教学过程中，教师应注重学生知识结构的完整性和全面性，在学习专业

知识的同时，提高思想道德素质和文化素质。知识、技能，过程、方法与

情感、态度、价值观三维目标的整合。即，相对于人的发展这一总目标，

任一维度的目标都不能脱离整体而单独优质服务，缺失任一维度都无法实

现真正意义上的发展。 

3、素质教育。更加注重教育的过程，将传授知识和培养创造性思维结

合，通过点拨、启发、引导和训练，挖掘学生的潜力，提高主观能动性。

培养学生的自学能力、实践能力、创新能力。鼓励学生积极反思、大胆批
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判和实践运用。通过对现实世界的关注，使学生得到情感体验、人格提升、

个性张扬，同时使教师的职业生命活力得以焕发，师生生命在交往互动、

共同经历中不断生成的信念系统。在教育日益专业化的今天，大学教育必

须更新教育理念，大力加强素质教育，才能实现对人的改造和自身的重建，

培育健全的人格和品质，促进人的全面和谐的发展。 

4、因材施教。最早应源于我国古代的教育家，思想家孔子提出的育人

要“深其深，浅其浅，益其益，尊其尊”，即“因材施教，因人而异”的主

张；原苏联教育家维果茨基的“最近发展区”理论则认为：每个学生都存

在着两种发展水平，一是现有水平，二是潜在水平，它们的区域被称为“最

近发展区”教学，只有从这两种水平的个性差异出发，把最近发展区转化

为现有发展水平，并不断创造出更高水平的最近发展区，才能促进学生的

发展；美国学者卡罗尔也提出：“如果提供足够的时间，再具备合适的学习

材料和教学环境，那么，几乎所有的学生都有可能达到即定的目标。”不同

的学生个体也完全可能由于知识和思维方法等方面的差异，而具有不同的

思维过程。因此，在教学中要正确对待学生中客观存在的差异，不过分追

求统一性，一致性。教师可以一边组织大多数同学进行针对性的练习，巩

固性的练习，一边让学有余力，探究欲望强烈的学生深入探究。 
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课程介绍 
 

1、 课程的性质 

“初等数论”课程是数学学科专业的一门专业必修课程。它是以讨论

整数性质为中心的一门学科，数学专业的学生学习初等数论的基础知识可

以加深对数的性质的了解与认识，便于理解和学习与其相关的一些课程。

数论是研究整数性质的一门很古老的数学分支，其初等部分是以整数的整

除性为中心的，包括整除性、不定方程、同余式、连分数、素数（即整数）

分布以及数论函数等内容，统称初等数论（elementary number theory）。 

数论的研究方法和观点，对其他学科产生了越来越大的影响，而且随

着科学技术的不断进步，特别是计算机的发展与推广，初等数论的思想、

理论和方法的应用日趋广泛。 

2、 课程在学科专业结构中的地位、作用 

初等数论的大部份内容早在古希腊欧几里德的《几何原本》中就已出

现。欧几里得证明了素数有无穷多个，他还给出求两个自然数的最大公约

数的方法， 即所谓欧几里得算法。我国古代在数论方面亦有杰出之贡献，

现在一般数论书中的“中国剩余定理”正是我国古代《孙子算经》中的下

卷第 26 题，我国称之为“孙子定理”。  

近代初等数论的发展得益于费马、欧拉、拉格朗日、勒让德和高斯等

人的工作。1801 年，高斯的《算术探究》是数论的划时代杰作。高斯还提

出：“数学是科学之王，数论是数学之王”。可见高斯对数论的高度评价。  
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由于自 20 世纪以来引进了抽象数学和高等分析的巧妙工具，数论得到

进一步的发展，从而开阔了新的研究领域，出现了代数数论、解析数论、

几何数论等新分支。而且近年来初等数论在计算机科学、组合数学、密码

学、代数编码、计算方法等领域内更得到了广泛的应用，无疑同时间促进

着数论的发展。 

3、 学习本课程的必要性 

《初等数论》的内容和中小学数学联系比较紧密，对中小学数学中整

数理论和方程理论进行了总结和提升，它是现代数学的重要基础。学习初

等数论可以指导中学数学教学与实践，能在高观点下看清中学数学知识的

来龙去脉，对提高高校教师和中小学教师的数学素养和教学质量有着重要

的意义，还可以培养学生的科学思维、逻辑推理、运算能力以及辩证唯物

论观点。 

初等数论的理论和方法已广泛应用于现代密码学、算子理论、代数编

码、最优设计、信息科学等诸多领域。例如，同余理论就和算子理论、抽

象代数、抽象群理论、几何学及组合数学有着非常紧密的关系。 

4、 课程教学要求 

讲授本课程要贯彻“夯实基础，培养能力，提高科研水平”的教育方

针的基本方针，依据“有用、有效、先进”的指导原则，重点放在培养学

生的概括能力、推理能力、计算能力、探究能力上。 

通过本课程的学习，让学生能够系统地理解和掌握初等数论的基本概

念、理论和方法。提高学生的数学素养。学会运用初等数论的方法和技巧
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分析解决数学理论学习和应用数学学科中遇到的有关问题。具体的说，要

让学生理解整数理论的相关概念、质因数分解定理，会用筛法求素数；理

解整数同余的概念及同余的基本性质，熟练运用同余的基本性质；理解剩

余类、完全剩余系的概念，熟练掌握判断剩余系的方法；了解 Fermat 小定

理，熟练运用之；理解中国剩余定理，掌握中国剩余定理的简单应用，掌

握求解简单同余式方程组的方法；理解欧拉函数的定义及性质，了解欧拉

定理，掌握循环小数的判定方法；掌握二元一次不定方程解的形式、二元

一次不定方程有整数解的条件，熟练掌握利用辗转相除法求二元一次不定

方程的方法，知道不定方程 2 2 2x y z+ = 的整数解的形式；掌握连分数、有限、

无限连分数的概念，理解它们之间的关系，渐近分数及其之间的递推关系

式，理解有限、无限连分数与有理数、无理数之间的关系。 

 

教师简介 
 

卢天秀，四川理工学院副教授，博士研究生。1998 年在重庆师范大学

数学与计算机系本科毕业；2010 年电子科技大学数学科学学院硕士毕业，

研究方向为拓扑学及其应用；2013 年电子科技大学数学科学学院博士毕业，

研究方向为混沌理论及其应用。从事教学工作 18 年来，担任过《数学分析》、

《高等代数》、《概率论与数理统计》、《近世代数》、《初等数论》、《离散数

学》《模糊数学》、《组合数学》、《拓扑学》、《线性代数》、《高等数学》、《高

代选讲》等课程的教学。 
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先修课程 

    

学习《初等数论》这门学科，需要有一些中学数学知识和一些基本的

多项式理论、函数理论，若先修《高等代数》中的多项式部分，会对初等

数论中定义的内涵外延，定理的条件结论和证明理解更加深入。 

 

课程目标 
 

讲授本课程要贯彻“夯实基础，培养能力，提高科研水平”的教育方针

的基本方针，依据“有用、有效、先进”的指导原则，重点放在培养学生

的概括能力、推理能力、计算能力、探究能力上。 

1、让学生了解初等数论建立的背景和历史，系统掌握初等数论的基本

概念与基本理论。主要是不定方程、同余和连分数理论。 

2、历史上遗留下来没有解决的大多数数论难题其问题本身容易搞懂，

容易引起人们的兴趣，但是解决它们却非常困难。鼓励学生思考、研究这

些问题。 

在教学方法上要做到： 

1、加强对知识重点与难点的讲解，组织学生进行课堂讨论，促使学生

对重点及难点的牢固掌握； 

2、加强对学生自学能力的指导与培养； 

3、培养学生发现问题，分析问题，解决问题的能力。 
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课程内容 

 

1、 课程的内容概要 

第一章  整数的可除性（8 学时） 

1、整除性、公因数、公倍数 

两个整数整除的概念、剩余定理；最大公因子的概念、性质及求最大

公因子的方法；最小公倍数的概念、性质及最小公倍数的求法。 

2、素数与整数的素因子分解 

素数与合数的概念、素数的性质、整数关于素数的分解定理、素数的

求法（筛法）。 

3、取整函数和取小函数及其性质 

取整函数和取小函数的定义和性质，利用取整函数求 !n 的标准分解式。 

第二章  不定方程（6 学时）  

1、二元一次不定方程 

二元一次不定方程的形式，二元一次不定方程解的形式，二元一次不

定方程有整数解的条件，利用辗转相除法求二元一次不定方程的解。 

2、多元一次不定方程 

通过二元一次不定方程的求解 

3、勾股数 

不定方程 2 2 2x y z+ = 的整数解的形式，Fermat 大定理的简单介绍。 

第三章  同余（12 学时） 
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1、同余的概念及性质 

整数同余的概念、同余的基本性质，利用同余简单验证整数乘积运算

的结果。 

2、剩余类、完全剩余系 

剩余类、完全剩余系的概念，判断剩余系的方法。 

3、费马小定理 

费马小定理及其应用，求余数的方法。 

4、欧拉函数、欧拉定理 

 欧拉函数的定义，欧拉定理，循环小数的判定条件。 

第四章  同余式（12 学时）  

1、一次同余式 

同余式的概念，一次同余式的解法 

2、一次同余式组 

中国剩余定理的内容，中国剩余定理的应用，求解同余式方程组。 

3、高次同余式 

高次同余式的通用解法和便捷解法（利用一次同余式组） 

第五章  连分数（8 学时）  

1、连分数、渐近分数 

连分数、渐近分数的含义，它们之间的递推关系式 

2、有限、无限连分数 

有限、无限连分数的概念，以及它们与有理数、无理数之间的关系 
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2、 教学重点、难点 

重点 

1、整除、公因子、素数的概念及性质，裴蜀恒等式，求最大公因子的

方法，整数的素数分解定理； 

2、二元一次不定方程解的形式，二元一次不定方程有整数解的条件，

利用辗转相除法求二元一次不定方程的解； 

3、剩余系的判定，欧拉函数的定义及性质，中国剩余定理，同余性质

的运用； 

4、连分数、渐近分数及其之间的递推关系；有限、无限连分数与有理

数、无理数之间的关系。 

难点 

1、整数的素数分解定理的理解与运用函数[x]、{x}的概念及其应用；    

2、不定方程 2 2 2x y z+ = 的整数解的形式； 

3、剩余系的判定，中国剩余定理，费马小定理应用； 

4、连分数、渐近分数及其之间的递推关系。 
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3、学时安排 

    教学内容 课时数 合计 

1.1  整除的概念，带余除法 
1.2  最大公因数与辗转相除法 

1.3  整除的进一步性质及最小公倍数 
1.4  质数，算数基本定理 
1.5  函数[x],{x}及其在数论中的一个应用 

10 学时 

2.1  二元一次不定方程 

2.2  多元一次不定方程 
2.3  勾股数 

8 学时 

3.1  同余的概念及其基本性质 

3.2  剩余类及完全剩余系 

3.3  简化剩余系与欧拉函数 

3.4  欧拉定理，费马定理及其对循环小数的应用 

10 学时 

4.1  基本概念及一次同余式 

4.2  孙子定理 

4.3  高次同余式的解数与解法 

4.4  质数模的同余式 

8 学时 

7.1  连分数的基本性质 

7.2  把实数表成连分数 

7.3  循环连分数 
8 学时 

44 学时 
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课程实施 

 
第一章 整数的可除性 

 

教学日期：2016. 2.29，2016.3.2，2016.3.7，2016.3.9，2016.3.14 

教学方法：讲授+提问+讨论；板书+PPT 

教学重点：整除性理论是初等数论的基础。本章主要介绍整除性理论中的

概念和相关性质。取整函数、取小函数的定义和应用。 

难点：第 3 节，整除的进一步性质中定理 1 的内容及其证明（即辗转相处

发中各余数项与不完全商之间的关系）；n!的标准分解式中质因数 p 的指数

的求法。 

教学内容 

 

本章基本概念有：整除，倍数，约数（因数或除数），平凡约数，非

平凡约数。偶数，奇数。素数（质数）、合数、商（不完全商）、余数、

公约数、最大公约数、公倍数、最小公倍数、互素、辗转相除法、标准分

解式、取整函数，取小函数。 

一、数的整除性（60 分钟） 

定理 1  下面的结论成立： 

(ⅰ)  a⏐b ⇔ ±a⏐±b； 

(ⅱ)  a⏐b，b⏐c ⇒ a⏐c； 
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(ⅲ)  b⏐ai，i = 1, 2, , k ⇒ b⏐a1x1 + a2x2 +  + akxk，此处 xi（i = 1, 2, 

, k）是任意的整数； 

(ⅳ)  b⏐a ⇒ bc⏐ac，此处 c 是任意的非零整数； 

(ⅴ)  b⏐a，a ≠ 0 ⇒ |b| ≤ |a|；b⏐a 且|a| < |b| ⇒ a = 0。 

定理 2  任何大于 1 的整数 a 都至少有一个素约数。 

推论  任何大于 1 的合数 a 必有一个不超过 a 的素约数。 

例 1  设 r 是正奇数，证明：对任意的正整数 n，有 

n + 2 |/ 1r + 2 r +  + n r。 

例 2  设 A = { d1, d2, , dk }是 n 的所有约数的集合，则 

B = }{ ,,,
21 kd

n
d
n

d
n  

也是 n 的所有约数的集合。 

例 3  以 d(n)表示 n 的正约数的个数，例如：d(1) = 1，d(2) = 2，d(3) = 

2，d(4) = 3，  。问： 

d(1) + d(2) +  + d(1997) 

是否为偶数？ 

例 4  设凸 2n 边形 M 的顶点是 A1, A2, , A2n，点 O 在 M 的内部，用

1, 2, , 2n 将 M 的 2n 条边分别编号，又将 OA1, OA2, , OA2n也同样进行编

号，若把这些编号作为相应的线段的长度，证明：无论怎么编号，都不能

使得三角形 OA1A2, OA2A3, , OA2nA1的周长都相等。 

例 5  设整数 k ≥ 1，证明： 

(ⅰ)  若 2k ≤ n < 2k + 1，1 ≤ a ≤ n，a ≠ 2k，则 2k |/ a； 

(ⅱ)  若 3k ≤ 2n − 1 < 3k + 1，1 ≤ b ≤ n，2b − 1 ≠ 3k，则 3k |/ 2b − 1。 
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例 6  证明：存在无穷多个正整数 a，使得 

n4 + a（n = 1, 2, 3, ） 

都是合数。 

例 7  设 a1, a2, , an是整数，且 

a1 + a2 +  + an = 0，a1a2 an = n， 

则 4⏐n。 

例 8  若 n 是奇数，则 8⏐n2 − 1。 

例 8 的结论虽然简单，却是很有用的。例如，使用例 3 中的记号，我

们可以提出下面的问题： 

问题  d(1)2 + d(2)2 +  + d(1997)2被 4 除的余数是多少？ 

例 9  证明：方程 

a1
2 + a2

2 + a3
2 = 1999                   (1) 

无整数解。 

二、带余除法（60 分钟） 

定理 1(带余数除法)  设 a 与 b 是两个整数，b ≠ 0，则存在唯一的两个

整数 q 和 r，使得 

a = bq + r，0 ≤ r < |b|。                  (1) 

由定理 1 可知，对于给定的整数 b，可以按照被 b 除的余数将所有的整

数分成 b 类。在同一类中的数被 b 除的余数相同。这就使得许多关于全体

整数的问题可以归化为对有限个整数类的研究。 

以后在本书中，除特别声明外，在谈到带余数除法时总是假定 b 是正

整数。 
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例 1  设 a，b，x，y 是整数，k 和 m 是正整数，并且 

a = a1m + r1，0 ≤ r1 < m， 

b = b1m + r2，0 ≤ r2 < m， 

则 ax + by 和 ab 被 m 除的余数分别与 r1x + r2y 和 r1r2被 m 除的余数相同。

特别地，ak与 r1
k被 m 除的余数相同。 

例 2  设 a1, a2, , an为不全为零的整数，以 y0表示集合 

A = { y；y = a1x1 +  + anxn，xi∈Z，1 ≤ i ≤ n } 

中的最小正数，则对于任何 y∈A，y0⏐y；特别地，y0⏐ai，1 ≤ i ≤ n。 

例 3  任意给出的五个整数中，必有三个数之和被 3 整除。 

例 4  设 a0, a1, , an∈Z，f(x) = anxn +  + a1x + a0 ，已知 f(0)与 f(1)都

不是 3 的倍数，证明：若方程 f(x) = 0 有整数解，则 

3⏐f(−1) = a0 − a1 + a2 −  + (−1)nan 。 

例 5  证明：对于任意的整数 n，f(n) = 3n5 + 5n3 + 7n 被 15 整除。 

例 6  设 n 是奇数，则 16⏐n4 + 4n2 + 11。 

例 7  证明：若 a 被 9 除的余数是 3，4，5 或 6，则方程 x3 + y3 = a 没

有整数解。 

三、最大公约数（40 分钟） 

定理 1  下面的等式成立： 

(ⅰ)  (a1, a2, , ak) = (|a1|, |a2|, , |ak|)； 

(ⅱ)  (a, 1) = 1，(a, 0) = |a|，(a, a) = |a|； 

(ⅲ)  (a, b) = (b, a)； 

(ⅳ)  若 p 是素数，a 是整数，则(p, a) = 1 或 p⏐a； 
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(ⅴ)  若 a = bq + r，则(a, b) = (b, r)。 

由定理 1 可知，在讨论(a1, a2, , an)时，不妨假设 a1, a2, , an是正整

数，以后我们就维持这一假设。 

定理 2  设 a1, a2, , ak∈Z，记 

A = { y；y =∑
=

k

i
ii xa

1
，xi∈Z，1 ≤ i ≤ k }。 

如果 y0是集合 A 中最小的正数，则 y0 = (a1, a2, , ak)。 

推论 1  设 d 是 a1, a2, , ak的一个公约数，则 d⏐(a1, a2, , ak)。 

这个推论对最大公约数的性质做了更深的刻划：最大公约数不但是公

约数中的最大的，而且是所有公约数的倍数。 

推论 2  (ma1, ma2, , mak) = |m|(a1, a2, , ak)。 

推论 3  记δ = (a1, a2, , ak)，则 

)( ,,, 21

δδδ
kaaa = 1， 

特别地, )(
),(

,
),( ba

b
ba

a = 1。 

定理 3  (a1, a2, , ak) = 1 的充要条件是存在整数 x1, x2, , xk，使得 

a1x1 + a2x2 +  + akxk = 1。                (1) 

定理 4  对于任意的整数 a，b，c，下面的结论成立： 

(ⅰ)  由 b⏐ac 及(a, b) = 1 可以推出 b⏐c； 

(ⅱ)  由 b⏐c，a⏐c 及(a, b) = 1 可以推出 ab⏐c。 

推论 1  若 p 是素数，则下述结论成立： 

(ⅰ)  p⏐ab ⇒ p⏐a 或 p⏐b； 

(ⅱ)  p⏐a2 ⇒ p⏐a。 

推论 2  若 (a, b) = 1，则(a, bc) = (a, c)。 
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推论 3  若 (a, bi) = 1，1 ≤ i ≤ n，则(a, b1b2 bn) = 1。 

定理 5  对于任意的 n 个整数 a1, a2, , an，记 

(a1, a2) = d2，(d2, a3) = d3， ，(dn − 2, an − 1) = dn − 1，(dn − 1, an) = dn， 

则 

dn = (a1, a2, , an)。 

例 1  证明：若 n 是正整数，则
314
421

+
+

n
n 是既约分数。 

注：一般地，若(x, y) = 1，那么，对于任意的整数 a，b，有 

(x, y) = (x −ay, y) = (x −ay, y − b(x −ay)) = (x −ay, (ab + 1)y − bx)， 

因此，
bxyab

ayx
−+

−
)1(

是既约分数。 

例 2  证明：121 |/ n2 + 2n + 12，n∈Z。 

注：这个例题的一般形式是： 

设 p 是素数，a，b 是整数，则 

pk |/ (an + b)k + pk − 1c， 

其中 c 是不被 p 整除的任意整数，k 是任意的大于 1 的整数。 

例 3  设 a，b 是整数，且 

9⏐a2 + ab + b2，                     (4) 

则 3⏐(a, b)。 

例 4  设 a 和 b 是正整数，b > 2，则 2b − 1 |/ 2a + 1。 

四、最小公倍数（40 分钟） 

定理 1  下面的等式成立： 

(ⅰ)  [a, 1] = |a|，[a, a] = |a|； 

(ⅱ)  [a, b] = [b, a]； 
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(ⅲ)  [a1, a2, , ak] = [|a1|, |a2| , |ak|]； 

(ⅳ)  若 a⏐b，则[a, b] = |b|。 

由定理 1 中的结论(ⅲ)可知，在讨论 a1, a2, , ak的最小公倍数时，不

妨假定它们都是正整数。在本节中总是维持这一假定。 

最小公倍数和最大公约数之间有一个很重要的关系，即下面的定理。 

定理 2  对任意的正整数 a，b，有 

[a, b] =
),( ba

ab 。 

推论 1  两个整数的任何公倍数可以被它们的最小公倍数整除。 

推论 2  设 m，a，b 是正整数，则[ma, mb] = m[a, b]。 

定理 3  对于任意的 n 个整数 a1, a2, , an，记 

[a1, a2] = m2，[m2, a3] = m3， ，[mn−2, an−1] = mn−1，[mn−1, an] = mn， 

则 

[a1, a2, , an] = mn。 

推论  若 m 是整数 a1, a2, , an的公倍数，则[a1, a2, , an]⏐m 。 

定理 4  整数 a1, a2, , an两两互素，即 

(ai, aj) = 1，1 ≤ i, j ≤ n，i ≠ j 

的充要条件是 

[a1, a2, , an] = a1a2 an 。                 (3) 

例 1  设 a，b，c 是正整数，证明：[a, b, c](ab, bc, ca) = abc 。 

例 2  对于任意的整数 a1, a2, , an及整数 k，1 ≤ k ≤ n，证明： 

[a1, a2, , an] = [[a1, , ak],[ak + 1, , an]] 

例 3  设 a，b，c 是正整数，证明： 
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[a, b, c][ab, bc, ca] = [a, b][b, c][c, a]。 

五、辗转相除法（50 分钟） 

引理 1  用下面的方式定义 Fibonacci 数列{Fn}： 

F1 = F2 = 1，Fn = Fn − 1 + Fn − 2，n ≥ 3， 

那么对于任意的整数 n ≥ 3，有 

Fn > α n − 2，                      (2) 

其中α =
2

51+ 。 

定理 1(Lame)  设 a, b∈N，a > b，使用在式(1)中的记号，则 

n < 5log10b。 

定理 2  使用式(1)中的记号，记 

P0 = 1，P1 = q1，Pk = qkPk − 1 + Pk − 2，k ≥ 2， 

Q0 = 0，Q1 = 1，Qk = qkQk − 1 + Qk − 2，k ≥ 2， 

则 

aQk − bPk = (−1)k − 1rk，k = 1, 2, , n 。           (3) 

定理 3  使用式(1)中的记号，有 rn = (a, b)。 

例 1  设 a 和 b 是正整数，那么只使用被 2 除的除法运算和减法运算就

可以计算出(a, b)。 

解  下面的四个基本事实给出了证明： 

(ⅰ)  若 a⏐b，则(a, b) = a； 

(ⅱ)  若 a = 2αa1， 111 || 222 bbba // = ，， β ，α ≥ β ≥ 1，则 

(a, b) = 2β (2α − βa1, b1)； 

(ⅲ)  若 11 || 222 bbba // = ，， β ，则(a, b) = (a, b1)； 
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(ⅳ)  若 )|(| ,
2

),(22 || bbababa −
=// 则，， 。 

在实际计算过程中，若再灵活运用最大公约数的性质（例如第三节定

理 4 的推论），则可使得求最大公约数的过程更为简单。 

例 2  用辗转相除法求(125, 17)，以及 x，y，使得 

125x + 17y = (125, 17)。 

例 3  求(12345, 678)。 

例 4  在 m 个盒子中放若干个硬币，然后以下述方式往这些盒子里继续

放硬币：每一次在 n（n < m）个盒子中各放一个硬币。证明：若(m, n) = 1，

那么无论开始时每个盒子中有多少硬币，经过若干次放硬币后，总可使所

有盒子含有同样数量的硬币。 

六、算术基本定理（50 分钟） 

引理 1  任何大于 1 的正整数 n 可以写成素数之积，即 

n = p1p2 pm，                      (1) 

其中 pi（1 ≤ i ≤ m）是素数。 

定理 1(算术基本定理)  任何大于 1 的整数 n 可以唯一地表示成 

n = k
kppp ααα 21

21 ，                   (2) 

其中 p1, p2, , pk是素数，p1 < p2 <  < pk，α1, α2, , αk是正整数。 

推论 1  使用式(2)中的记号，有 

(ⅰ)  n 的正因数 d 必有形式 

d = k
kppp γγγ 21

21 ，γi∈Z，0 ≤ γi ≤ α i，1 ≤ i ≤ k； 

(ⅱ)  n 的正倍数 m 必有形式 

m = k
kppp βββ 21

21 M，M∈N，βi∈N，βi ≥ α i，1 ≤ i ≤ k。 
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推论 2  设正整数 a 与 b 的标准分解式是 

sklk
sklk rrppbqqppa δδββγγαα 1111

1111 == ， ， 

其中 pi（1 ≤ i ≤ k），qi（1 ≤ i ≤ l）与 ri（1 ≤ i ≤ s）是两两不相同的素数，αi，

βi（1 ≤ i ≤ k），γi（1 ≤ i ≤ l）与δi（1 ≤ i ≤ s）都是非负整数，则 

(a, b) = k
kpp λλ1

1 ，  λi = min{αi, δi}，1 ≤ i ≤ k， 

[a, b] = slk
slk rrqqpp γγββμμ 111

111 ，μi = max{αi, δi}，1 ≤ i ≤ k。 

为了方便，推论 2 常叙述为下面的形式： 

推论 2 ′  设正整数 a 与 b 的标准分解式是 

kk
kk pppbpppa βββααα 1121

2121 == ， ， 

其中 p1, p2, , pk 是互不相同的素数，αi，βi（1 ≤ i ≤ k）都是非负整数，则 

。，，

，，，

kipppba

kipppba

iiik

iiik

k

k

≤≤==

≤≤==

1},max{],[

1},min{),(
11

11

21

21

βαμ

βαλ
μμμ

λλλ

 

推论 3  设 a，b，c，n 是正整数， 

ab = cn ，(a, b) = 1，                   (5) 

则存在正整数 u，v，使得 

a = un，b = vn，c = uv，(u, v) = 1。 

例 1  写出 51480 的标准分解式。 

例 2  设 a，b，c 是整数，证明： 

(ⅰ)  (a, b)[a, b] = ab； 

(ⅱ)  (a, [b, c]) = [(a, b), (a, c)]。 

注：利用定理 1 可以容易地处理许多像例 2 这样的问题。 

例 3  证明：
12

1
5
1

3
11

−
++++=

n
N （n ≥ 2）不是整数。 
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七、函数[x]与{x}（90 分钟） 

定理 1  设 x 与 y 是实数，则 

(ⅰ)  x ≤ y ⇒ [x] ≤ [y]； 

(ⅱ)  若 m 是整数，则[m + x] = m + [x]； 

(ⅲ)  若 0 ≤ x < 1，则[x] = 0； 

(ⅳ)  [x + y] =
⎩
⎨
⎧

≥+++
<++

1}{}{1][][
1}{}{][][

yxyx
yxyx

若

若
； 

(ⅴ)  [−x] =
⎩
⎨
⎧

∉−−
∈−

Z
Z

xx
xx

若

若

1][
][

； 

(ⅵ)  {−x} =
⎩
⎨
⎧

∉−
∈

Z
Z

xx
x

若

若

}{1
0

。 

定理 2  设 a 与 b 是正整数，则在 1, 2, , a 中能被 b 整除的整数有 ][
b
a

个。 

定理 3  设 n 是正整数，n! = k
kppp ααα 21

21 是 n!的标准分解式，则 

αi =∑
∞

=1
][

r
r
ip

n 。                      (1) 

推论  设 n 是正整数，则 

n! =∏
≤

∑
∞

=

np

p
n

r
r

p 1
][
， 

其中∏
≤np

表示对不超过 n 的所有素数 p 求积。 

定理４  设 n 是正整数，1 ≤ k ≤ n − 1，则 

)!(!
!C

knk
nk

n −
= ∈N。                  (3) 

若 n 是素数，则 n⏐ k
nC ，1 ≤ k ≤ n − 1。 

例 1  求最大的正整数 k，使得 10k⏐199!。 

例 2  设 x 与 y 是实数，则 
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[2x] + [2y] ≥ [x] + [x + y] + [y]。              (4) 

例 3  设 n 是正整数，则 

]24[]1[ +=++ nnn 。               (7) 

例 4  设 x 是正数，n 是正整数，则 

][][][ 121][
n

nx
n

x
n

xx −
+++++++ = [nx]。 

例 5  求[ 1992)23( + ]的个位数。 

注：一般地，如果 A，B∈N，A2 > B， BA − < 1，则由 

)C(2)()( 22 ++=−++ − BAABABA k
k

kkk  

可以求出[ kBA )( + ]。 

例 6  设 x 和 y 是正无理数， 111
=+

yx
，证明：数列 

[x], [2x], , [kx],  与 [y], [2y], , [my],           (11) 

联合构成了整个正整数集合，而且，两个数列中的数互不相同。 

八、素数（60 分钟） 

我们已经证明了：每个正整数可以表示成素数幂的乘积。这就引出了

一个问题：素数是否有无穷多个？如果有无穷多个，那么，作为无穷大量，

素数个数具有怎样的性状？这是数论研究中的一个中心课题。本节要对这

一问题作初步的研究。 

定义 1  对于正实数 x，以π(x)表示不超过 x 的素数个数。 

例如，π(15) = 6，π(10.4) = 4，π(50) = 15。 

例 1  写出不超过 100 的所有的素数。 

解  将不超过 100 的正整数排列如下： 

 1   2   3   4   5   6   7   8   9  10 
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11  12  13  14  15  16  17  18  19  20 

21  22  23  24  25  26  27  28  29  30 

31  32  33  34  35  36  37  38  39  40 

41  42  43  44  45  46  47  48  49  50 

51  52  53  54  55  56  57  58  59  60 

61  62  63  64  65  66  67  68  69  70 

71  72  73  74  75  76  77  78  79  80 

81  82  83  84  85  86  87  88  89  90 

91  92  93  94  95  96  97  98  99  100 

按以下步骤进行： 

(ⅰ)  删去 1，剩下的后面的第一个数是 2，2 是素数； 

(ⅱ)  删去 2 后面的被 2 整除的数，剩下的 2 后面的第一个数是 3，3

是素数； 

(ⅲ)  再删去 3 后面的被 3 整除的数，剩下的 3 后面的第一个数是 5，

5 是素数； 

(ⅳ)  再删去 5 后面的被 5 整除的数，剩下的 5 后面的第一个数是 7，

7 是素数； 

    

照以上步骤可以依次得到素数 2, 3, 5, 7, 11, 。 

由本章第一部分定理 2 推论可知，不超过 100 的合数必有一个不超过

10 的素约数，因此在删去 7 后面被 7 整除的数以后，就得到了不超过 100

的全部素数。 
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在例 1 中所使用的寻找素数的方法，称为 Eratosthenes 筛法。它可以用

来求出不超过任何固定整数的所有素数。在理论上这是可行的；但在实际

应用中，这种列出素数的方法需要大量的计算时间，是不可取的。 

定理 1  素数有无限多个。 

注 1：形如 122 +
n

（n = 0, 1, 2, ）的数称为 Fermat 数。Fermat 曾经猜

测它们都是素数。这是错误的，因为尽管 F0，F1，F2，F3，F4 都是素数，

F5 = 670041764112
52 ⋅=+ 却是合数。 

注 2：将全体素数按大小顺序排列为 

p1 = 2，p2 = 3，p3 = 5，p4， ，pn， ， 

那么由第一个证明方法可以看出 

pn + 1 ≤ p1p2 pn + 1，n ≥ 1。 

定理 2  对于 n ≥ 1， 

(ⅰ)  π(n) ≥
2
1 log2n； 

(ⅱ)  pn ≤ 22n。 

注：定理 2 对于无穷大量π(x)的下界估计是相当粗糙的。下面的定理是

已经知道的（由于其证明较繁，故本书中不予证明）。 

定理 3(素数定理)  我们有 

π(x) ∼
x

x
log

，（x→∞）， 

此处 logx 是以 e 为底的 x 的对数。 

推论  以 pn表示第 n 个素数，则 

pn ∼ nlogn（n→∞）。 

例 2  若 a > 1，a n − 1 是素数，则 a = 2，并且 n 是素数。 
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注：若 n 是素数，则称 2n − 1 是 Mersenne 数。 

例 3  形如 4n + 3 的素数有无限多个。 

例 4  设 f(x) = akxk + ak − 1xk − 1 +  + a0是整系数多项式，那么，存在无

穷多个正整数 n，使得 f(n)是合数。 

思考题+讨论 

1、将最大公约数的定义、求法和性质与高等代数中多项式的最大公因

式的定义、求法和性质作比较，相同点和不同点是什么？ 

2、根据整数 n 的标准分解式，如何求 n 的正因数个数？举例说明。 
 

作业安排及课后反思 

P4 第 2、3、4 题，P9 第 2、3 题，P14 第 1、3 题，P119 第 1、2、5

题，P23 第 1、2、3 题.  

 

课前准备情况及其他相关特殊要求 

课前准备了 PPT 电子教案及本课程实施大纲。本课程无其他特殊要求。 

 

参考资料 

[1] 潘承桐, 潘承彪. 简明数论. 北京：北京大学出版社，2000. 第一章 

[2] 柯召, 孙琦. 数论讲义. 北京：高等教育出版社, 2003. 第一讲 
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第二章 不定方程 

 

教学日期： 2016.3.16，2016.3.21，2016.3.23，2016.3.28 

教学方法：讲授+提问+讨论；板书+PPT 

教学重点：本章讨论二元一次不定方程、多元一次不定方程以及一个特殊

的多元二次不定方程（勾股数）的解法。本章考虑整系数代数方程（因为

不是整系数的方程可以化为整系数方程）的整数解的通式，并且只寻求它

的整数解，求非整数解的方法没有涉及。 

难点：求二元一次不定方程的整数解的通式；利用二元一次不定方程解多

元一次不定方程。 

教学内容 

 

一、二元一次不定方程的定义和解法（100 分钟） 

设 a1, a2, , an是非零整数，b 是整数，称关于未知数 x1, x2, , xn的方程 

a1x1 + a2x2 +  + anxn = b                  (1) 

是 n 元一次不定方程。 

若存在整数 x1
0, x2

0, , xn
0满足方程(1)，则称(x1

0, x2
0, , xn

0)是方程(1)的

解，或说 x1 = x1
0，x2 = x2

0， ，xn = xn
0是方程(1)的解。 

定理 1  方程(1)有解的充要条件是 

(a1, a2, , an)⏐b。                    (2) 

定理 2  设 a，b，c 是整数，方程 

ax + by = c                       (3) 
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若有解 (x0, y0)，则它的一切解具有 

⎩
⎨
⎧

−=
+=

tayy
tbxx

10

10 ， t∈Z                   (4) 

的形式，其中
),(),( 11 ba

bb
ba

aa == ， 。 

定理 1 和定理 2 说明了解方程(3)的步骤： 

(ⅰ)  判断方程是否有解，即(a, b)⏐c 是否成立； 

(ⅱ)  利用辗转相除法求出 x0，y0，使得 ax0 + by0 = (a, b)； 

(ⅲ)  写出方程(3)的解 0 1 1
1

0 1 1

( , )
x x c b t

t a b c c
y y c a t
= +⎧

∈ =⎨ = −⎩
Z， ，其中 ， 1 ( , )

aa
a b

= ， 

1 ( , )
bb

a b
= 。 

定理 3  设 a1, a2, , an, b 是整数，再设 (a1, a2, , an − 1) = dn − 1，(a1, a2, 

, an) = dn，则(x1′, x2′, , xn′)是方程(1)的解的充分必要条件是存在整数 t，

使得(x1′, x2′, , xn′, t)是方程组 

⎩
⎨
⎧

=+
=+++

−

−−−

bxatd
tdxaxaxa

nnn

nnn

1

1112211                 (5) 

的解。 

定理 3 说明了求解 n 元一次不定方程的方法：先解方程组(5)中的第二个

方程，再解方程组(5)中的第一个方程，于是，解 n 元一次不定方程就化为

解 n − 1 元一次不定方程。重复这个过程，最终归结为求解二元一次不定方

程。由第一章第三节定理 5，记 

(a1, a2) = d2，(d2, a3) = d3， ，(dn − 2, an − 1) = dn − 1，(dn − 1，an) = dn， 

逐个地解方程 

dn − 1tn − 1 + anxn = b， 
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dn − 2tn − 2 + an − 1xn − 1 = dn − 1tn − 1， 

     

d2t2 + a3x3 = d3t3， 

a1x1 + a2x2 = d2t2， 

并且消去中间变量 t2, t3, , tn − 1，就可以得到方程(1)的解。 

例 1  求不定方程 3x + 6y = 15 的解。 

例 2  求不定方程 3x + 6y + 12z = 15 的解。 

例 3  设 a 与 b 是正整数，(a, b) = 1，则任何大于 ab − a − b 的整数 n 都

可以表示成 n = ax + by 的形式，其中 x 与 y 是非负整数，但是 n = ab − a − b

不能表示成这种形式。 

例 4  设 a，b，c 是整数，(a, b) = 1，则在直线 ax + by = c 上，任何一个

长度大于 22 ba + 的线段上至少有一个点的坐标都是整数。 

例 5  将
30
19 写成三个分数之和，它们的分母分别是 2，3 和 5。 

例 6  甲物每斤 5 元，乙物每斤 3 元，丙物每三斤 1 元，现在用 100 元

买这三样东西共 100 斤，问各买几斤? 

例 7  求不定方程 x + 2y + 3z = 7 的所有正整数解。 

二、勾股数（90 分钟） 

讨论二次方程 

x2 + y2 = z2
 。                            (1) 

容易看出，(x, y, z) = (0, 0, 0)，(0, ±a, ±a)以及(±a, 0, ±a)都是方程(1)的解。若

(x, y, z)是方程(1)的解，则对于任何整数 k，(kx, ky, kz)也是方程(1)的解。此

外，若(x, y) = k，则 k⏐z，(x, y, z) = k。因此，我们只需研究方程(1)的满足下
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述条件的解： 

x > 0，y > 0，z >0，(x, y) = 1。               (2) 

定理 1  若(x, y, z)是方程(1)的满足条件(2)的解，则下面的结论成立： 

(ⅰ)  x 与 y 有不同的奇偶性； 

(ⅱ)  x 与 y 中有且仅有一个数被 3 整除； 

(ⅲ)  x，y，z 中有且仅有一个数被 5 整除。 

引理  不定方程 xy = z2的满足条件 

xy = z2，x > 0，y > 0，z > 0，(x, y) = 1          (6) 

的一切正整数解，可以写成下面的形式 

x = a2，y = b2，z = ab，(a, b) = 1，a > 0，b > 0。     (7) 

定理 2  方程(1)的满足式(2)和 2⏐x 的一切正整数解具有下面的形式： 

x = 2ab，y = a2 − b2，z = a2 + b2，              (8) 

其中 a > b > 0，(a, b) = 1，a 与 b 有不同的奇偶性。 

推论  单位圆周上座标都是有理数的点（称为有理点），可以写成 

)()(
2222

22

22

22

22
2,,2

ba
ab

ba
ba

ba
ba

ba
ab

+
±

+
−

±
+
−

±
+

± 或  

的形式，其中 a 与 b 是不全为零的整数。 

定理 3  不定方程 

x4 + y4 = z2                       (10) 

没有满足 xyz ≠ 0 的整数解。 

推论  方程 x4 + y4 = z4没有满足 xyz ≠ 0 的整数解。 

定理 3 中使用的证明方法称为无穷递降法。常用于判定方程的可解性。 

例  证明方程 
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x2 + y2 = x2y2                       (18) 

没有满足 xy ≠ 0 的整数解。 

三、几个特殊不定方程的解法（90 分钟） 

不定方程是一个内容丰富的课题，许多不定方程的解法有其特殊性。本

节要介绍几个这样的方程。 

1、因数分析法 

任何非零整数的因数个数是有限的，因此，可以对不定方程的解在有限

范围内用枚举法确定。 

例 6  求方程 x2y + 2x2 − 3y − 7 = 0 的整数解。 

解  原方程即 

(x2 − 3)(y + 2) = 1。 

因此 

⎩
⎨
⎧

−=+
−=−

⎩
⎨
⎧

=+
=−

12
13

12
13 22

y
x

y
x

或 ， 

解这两个联立方程组，得到所求的解是 

⎩
⎨
⎧

−=
−=

⎩
⎨
⎧

−=
=

1
2

1
2

2

2

1

1

y
x

y
x

或 。 

例 7  求方程 x3 + y3 = 1072 的正整数解。 

解  容易看出，对于任何正整数 a，(x, y) = (1, a)，(a, 1)及(a, a)都不是方

程的解。所以，只需考虑 x ≥ 2，y ≥ 2，x ≠ y 的情况。于是 

x2 – xy + y2 > xy > x + y，                  (8) 

(x + y)2 > x2 − xy + y2。                   (9) 

原方程即 
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(x + y)(x2 − xy + y2) = 24⋅67。 

由此及式(8)与式(9)得到 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+−

=+

67

2
22

4

yxyx

yx  ， 

解这两个联立方程组，得到所求的解是 

⎩
⎨
⎧

=
=

⎩
⎨
⎧

=
=

7
9

9
7

2

2

1

1

y
x

y
x

或 。 

2、不等式分析法 

利用量的整数性或不等关系，确定出方程解的范围。 

例 8  求方程 

3x2 + 7xy − 2x − 5y − 35 = 0 

的正整数解。 

解  对于正整数 x，y，由原方程得到 

57
3523 2

−
++−

=
x

xxy 。                 (10) 

因此，若 x ≥ 1，y ≥ 1，则应有 

⎩
⎨
⎧

−≥++−

≥

573523

1
2 xxx

x  ， 

解这个不等式组，得到 1 ≤ x ≤ 2。 

分别取 x = 1 和 x = 2，由式(10)得到 y = 17 和 y = 3。所以所求的解是(x, y) 

= (1, 17)，(2, 3)。 

例 9  求方程 5(xy + yz + zx) = 4xyz 的正整数解。 

解  原方程即 

5
4111

=++
zyx

。                   (11) 
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设 x ≤ y ≤ z，则由 

xzyxx
31111

≤++<  

及式(11)，得到 

xx
3

5
41
≤< ，1 < x < 4，x = 2 或 3。 

(ⅰ)  若 x = 2，则式(11)成为 

10
311

=+
zy

。 

由此及 

yzyy
2111

≤+<  

得到 

yy
2

10
31
≤< ，3 < y < 7，y = 4，5 或 6。 

将 x = 2 以及 y = 4，5 或 6 分别代入式(11)，得到所求的解 

(x, y, z) = (2, 4, 20)，(2, 5, 10)。 

(ⅱ)  若 x = 3，同样的方法可以推出，方程(11)无解。 

综合以上，注意到(11)式对于 x，y，z 的对称性，得到方程的 12 个正整

数解 

(x, y, z) = (2, 4, 20)，(2, 5, 10)，(2, 20, 4)，(2, 10, 5)， 

(4, 2, 20)，(5, 2, 10)，(20, 2, 4)，(10, 2, 5)， 

(20, 4, 2)，(10, 5, 2)，(4, 20, 2)，(5, 10, 2)。 

课堂思考题+讨论 

1、证明取整函数取小函数的第（Ｖ）条性质。 

2、 4 4 2x y z+ = ， 4 4 4x y z+ = 有没有整数解？ 
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作业安排及课后反思 

P31 第 1、2、3、4 题，P34 第 1、2 题，P36 第 2、3 题 

 

课前准备情况及其他相关特殊要求 

课前准备了 PPT 电子教案及本课程实施大纲。本课程无其他特殊要求。 

 

参考资料 

[1] 潘承桐, 潘承彪. 简明数论. 北京：北京大学出版社，2000. 第三章 

[2] 柯召, 孙琦. 数论讲义. 北京：高等教育出版社, 2003. 第二讲 
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第三章 同  余 

 

教学日期：2016.3.30，2016.4.4，2016.4.6，2016.4.11，2016.4.13 

教学方法：讲授+提问+讨论；板书+PPT 

教学重点：整数同余的概念及同余的基本性质，运用同余的基本性质，会

利用同余简单验证整数乘积运算的结果。剩余类、完全剩余系的概念，判

断剩余系的方法。Fermat 小定理及应用。 

难点：同余理论的应用、求欧拉函数的值、欧拉定理和费马定理及其在循

环小数中的运用。 

教学内容 
 

一、同余的基本性质（120 分钟） 

定义 1  给定正整数 m，如果整数 a 与 b 之差被 m 整除，则称 a 与 b

对于模 m 同余，或称 a 与 b 同余，模 m，记为 

a ≡ b (mod m)， 

此时也称 b 是 a 对模 m 的同余。 

如果整数 a 与 b 之差不能被 m 整除，则称 a 与 b 对于模 m 不同余，或

称 a 与 b 不同余，模 m，记为 a ≡/ b (mod m)。 

定理 1  下面的三个叙述是等价的： 

(ⅰ)  a ≡ b (mod m)； 

(ⅱ)  存在整数 q，使得 a = b + qm； 

(ⅲ)  存在整数 q1，q2，使得 a = q1m + r，b = q2m + r，0 ≤ r < m。 
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定理 2  同余具有下面的性质： 

(ⅰ)  a ≡ a (mod m)； 

(ⅱ)  a ≡ b (mod m) ⇒ b ≡ a (mod m)； 

(ⅲ)  a ≡ b，b ≡ c (mod m) ⇒ a ≡ c (mod m)。 

定理 3  设 a，b，c，d 是整数，并且 

a ≡ b (mod m)，c ≡ d (mod m)，              (1) 

则 

(ⅰ)  a + c ≡ b + d (mod m)； 

(ⅱ)  ac ≡ bd (mod m)。 

定理 4  设 ai，bi（0 ≤ i ≤ n）以及 x，y 都是整数，并且 

x ≡ y (mod m)，ai ≡ bi (mod m)，0 ≤ i ≤ n， 

则 

∑∑
==

≡
n

i

i
i

n

i

i
i ybxa

00
(mod m)。             (2) 

定理 5  下面的结论成立： 

(ⅰ)  a ≡ b (mod m)，d⏐m，d > 0 ⇒ a ≡ b (mod d)； 

(ⅱ)  a ≡ b (mod m)，k > 0，k∈N ⇒ ak ≡ bk (mod mk)； 

(ⅲ)  a ≡ b (mod mi )，1 ≤ i ≤ k ⇒ a ≡ b (mod [m1, m2, , mk])； 

(ⅳ)  a ≡ b (mod m) ⇒ (a, m) = (b, m)； 

(ⅴ)  ac ≡ bc (mod m)，(c, m) = 1 ⇒ a ≡ b (mod m)。 

例 1  设 N = 01 aaa nn − 是整数 N 的十进制表示，即 

N = an10n + an − 110n − 1 +  + a110 + a0 ， 

则 
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(ⅰ)  3│N ⇔ 3 ∑
=

n

i
ia

0
| ； 

(ⅱ)  9│N ⇔ 9 ∑
=

n

i
ia

0
| ； 

(ⅲ)  11│N ⇔ 11 ∑
=

−
n

i
i

i a
0

)1(| ； 

(ⅳ)  13│N ⇔ 13│ +− 345012 aaaaaa 。 

注：一般地，在考虑使 N = 0121 aaaa nn −− 被 m 除的余数时，首先是求出

正整数 k，使得 

10k ≡ −1 或 1 (mod m)， 

再将 N = 0121 aaaa nn −− 写成 

N = +⋅+⋅ −−−−
k

khkkk aaaaaaa 1010 2212
0

0121  

的形式，再利用式(2)。 

例 2  求 N = 0121 aaaa nn −− 被 7 整除的条件，并说明 1123456789 能否被 7

整除。 

例 3  说明 12
52 + 是否被 641 整除。 

注：一般地，计算 ab (mod m)常是一件比较繁复的工作。但是，如果利

用 Euler 定理或 Fermat 定理（见第四节）就可以适当简化。 

例 4  求(25733 + 46)26被 50 除的余数。 

例 5  求 n = 777 的个位数。 

注：一般地，若求
cba 对模 m 的同余，可分以下步骤进行： 

(ⅰ)  求出整数 k，使 ak ≡ 1 (mod m)； 

(ⅱ)  求出正整数 r，r < k，使得 cb  ≡ r (mod k)； 

(ⅲ)  cba ≡ a r (mod m)。 

例 6  证明：若 n 是正整数，则 13⏐42n + 1 + 3 n + 2 。 
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例 7  证明：若 2 |/ a，n 是正整数，则 

n
a 2 ≡ 1 (mod 2n + 2)。                  (4) 

例 8  设 p 是素数，a 是整数，则由 a2 ≡ 1(mod p)可以推出 

a ≡ 1 或 a ≡ −1 (mod p)。 

例 9  设 n 的十进制表示是 zxy4513 ，若 792⏐n，求 x，y，z。 

二、完全剩余系（100 分钟） 

定理 1  整数集合 A 是模 m 的完全剩余系的充要条件是 

(ⅰ)  A 中含有 m 个整数； 

(ⅱ)  A 中任何两个整数对模 m 不同余。 

定理 2  设 m ≥ 1，a，b 是整数，(a, m) = 1，{x1, x2, , xm}是模 m 的一

个完全剩余系，则{ax1 + b, ax2 + b, , axm + b}也是模 m 的一个完全剩余系。 

定理 3  设 m1, m2∈N，A∈Z，(A, m1) = 1，又设 

},,,{},,,{
21 2121 mm yyyYxxxX == ， ， 

分别是模 m1与模 m2的完全剩余系，则 

R = { Ax + m1y；x∈X，y∈Y } 

是模 m1m2的一个完全剩余系。 

推论  若 m1, m2∈N，(m1, m2) = 1，则当 x1与 x2分别通过模 m1与模 m2

的完全剩余系时，m2x1 + m1x2通过模 m1m2的完全剩余系。 

定理 4  设 mi∈N（1 ≤ i ≤ n），则当 xi通过模 mi（1 ≤ i ≤ n）的完全剩余

系时， 

x = x1 + m1x2 + m1m2x3 +  + m1m2 mn − 1xn 

通过模 m1m2 mn的完全剩余系。 
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定理 5  设 mi∈N，Ai∈Z（1 ≤ i ≤ n），并且满足下面的条件： 

(ⅰ)  (mi, mj) = 1，1 ≤ i, j ≤ n，i ≠ j； 

(ⅱ)  (Ai, mi) = 1，1 ≤ i ≤ n； 

(ⅲ)  mi⏐Aj ，1 ≤ i, j ≤ n，i ≠ j 。 

则当 xi（1 ≤ i ≤ n）通过模 mi的完全剩余系 Xi时， 

y = A1x1 + A2x2 +  + Anxn 

通过模 m1m2 mn的完全剩余系。 

例 1  设 A = {x1, x2, , xm}是模 m 的一个完全剩余系，以{x}表示 x 的

小数部分，证明：若(a, m) = 1，则 

∑
=

−=
+m

i

i m
m

bax

1
)1(

2
1}{ 。 

例 2  设 p ≥ 5 是素数，a∈{ 2, 3, , p − 2 }，则在数列 

a，2a，3a， ，(p − 1)a，pa                (4) 

中有且仅有一个数 b，满足 

b ≡ 1 (mod p)。                      (5) 

此外，若 b = ka，则 k ≠ a，k∈{2, 3, , p − 2}。 

例 3(Wilson 定理)  设 p 是素数，则 

(p − 1)! ≡ −1 (mod p)。 

例 4  设 m > 0 是偶数，{a1, a2, , am}与{b1, b2, , bm}都是模 m 的完

全剩余系，证明：{a1 + b1, a2 + b2, , am + bm}不是模 m 的完全剩余系。 

三、简化剩余系（100 分钟） 

定理 1  整数集合 A 是模 m 的简化剩余系的充要条件是 

(ⅰ)  A 中含有ϕ(m)个整数； 
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(ⅱ)  A 中的任何两个整数对模 m 不同余； 

(ⅲ)  A 中的每个整数都与 m 互素。 

定理 2  设 a 是整数，(a, m) = 1，B = {x1, x2, , xϕ(m)}是模 m 的简化剩

余系，则集合 A = {ax1, ax2, , axϕ(m)}也是模 m 的简化剩余系。 

注：在定理 2 的条件下，若 b 是整数，集合 

{ax1 + b, ax2 + b,, , axϕ(m) + b} 

不一定是模 m 的简化剩余系。例如，取 m = 4，a = 1，b = 1，以及模 4 的简

化剩余系{1, 3}。 

定理 3  设 m1, m2∈N，(m1, m2) = 1，又设 

},,,{},,,{ )(21)(21 21 mm yyyYxxxX ϕϕ == 与  

分别是模 m1与 m2的简化剩余系，则 

A = { m1y + m2x；x∈X，y∈Y } 

是模 m1m2的简化剩余系。 

定理 4  设 m, n∈N，(m, n) = 1，则ϕ(mn) = ϕ(m)ϕ(n)。 

证明  这是定理 3 的直接推论。证毕。 

定理 5  设 n 是正整数，p1, p2, , pk是它的全部素因数，则 

ϕ(n) = ∏ −=−−−
npk p

n
ppp

n
|21

)()())(( 11111111 。 

由定理 5 可知，ϕ(n) = 1 的充要条件是 n = 1 或 2。 

例 1  设整数 n ≥ 2，证明： 

∑
=

≤≤
=

1),(
1 2

1

ni
ni

i nϕ(n)， 

即在数列 1, 2, , n 中，与 n 互素的整数之和是
2
1 nϕ(n)。 

例 2  设 n 是正整数，则 
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∑
nd

d
|

)(ϕ = n， 

此处∑
nd |
是对 n 的所有正约数求和。 

例 3  设 n∈N，证明： 

(ⅰ)  若 n 是奇数，则ϕ(4n) = 2ϕ(n)； 

(ⅱ)  ϕ(n) = n
2
1 的充要条件是 n = 2k，k∈N； 

(ⅲ)  ϕ(n) = n
3
1 的充要条件是 n = 2k3l，k, l∈N； 

(ⅳ)  若 6⏐n，则ϕ(n) ≤ n
3
1 ； 

(ⅴ)  若 n − 1 与 n + 1 都是素数，n > 4，则ϕ(n) ≤ n
3
1 。 

例 4 证明：若 m, n∈N，则ϕ(mn) = (m, n)ϕ([m, n])； 

四、Euler 定理（100 分钟） 

定理 1(Euler)  设 m 是正整数，(a, m) = 1，则 

aϕ(m) ≡ 1 (mod m)。 

定理 2(Fermat)  设 p 是素数，则对于任意的整数 a，有 

a p ≡ a (mod p)。 

例 1  设 n 是正整数，则 5 |/ 1n + 2n + 3n + 4n的充要条件是 4⏐n。 

例 2  设{x1, x2, , xϕ(m)}是模 m 的简化剩余系，则 

(x1x2 xϕ(m))2 ≡ 1 (mod m)。 

例 3  设(a, m) = 1，d0是使 

a d ≡ 1 (mod m) 

成立的最小正整数，则 

(ⅰ)  d0⏐ϕ(m)； 

(ⅱ)  对于任意的 i，j，0 ≤ i, j ≤ d0 − 1，i ≠ j，有 
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a i
≡/ a j (mod m)。                    (3) 

例 4  设 a，b，c，m 是正整数，m > 1，(b, m) = 1，并且 

b a ≡ 1 (mod m)，b c ≡ 1 (mod m)，             (4) 

记 d = (a, c)，则 bd ≡ 1 (mod m)。 

例 5  设 p 是素数，p⏐bn − 1，n∈N，则下面的两个结论中至少有一个

成立： 

(ⅰ)  p⏐bd − 1 对于 n 的某个因数 d < n 成立； 

(ⅱ)  p ≡ 1 ( mod n )。 

若 2 |/ n，p > 2，则(ⅱ)中的 mod n 可以改为 mod 2n。 

注：例 5 提供了一个求素因数的方法，就是说，整数 bn − 1 的素因数 p，

是 bd − 1（当 d⏐n 时）的素因数，或者是形如 kn + 1 的数（当 2 |/ n，p > 2

时，是形如 2kn + 1 的数)。 

例 6  将 211 − 1 = 2047 分解因数。 

例 7  将 235 − 1 = 34359738367 分解因数。 

例 8  设 n 是正整数，记 Fn = 122 +
n

，则 nF2 ≡ 2 (mod Fn)。 

注 1：我们已经知道，F5 是合数，因此，例 8 说明，一般地，Fermat

定理的逆定理不成立。即若有整数 a，(a, n) = 1，使得 

a n −1 ≡ 1 (mod n)，                   (6) 

并不能保证 n 是素数。习题 3 说明，即使所有的与 n 互素的整数都满足式(6)，

也不能保证 n 是素数。 

注 2：设 n 是合数，若存在整数 a，(a, n) = 1，使得式(6)成立，则称 n

是关于基数 a 的伪素数。 
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例 9 对于任意的正整数 a ≥ 3，存在无穷多个关于基数 a 的伪素数。 

课堂练习 

1、证明 P49 定理 2 的性质庚和壬。 

2、（i）证明整数
13 1,... 1, 0,1,..., ( )

3 1

n

H H H
+ −

− − − =
−

中每一个整数有而且只有

一 种 方 法 表 示 成 1
1 03 3 ...3 .............n n

n nx x x x−
−+ + + 的 形 状 ， 其 中

1,0,1( 0,1,... )ix i n= − = ；反之， 中每一数都 H H≥ − ≤且 。 

（ii）说明应用 1n+ 个特别的砝码，在天平上可以量出 1 到 H 中的任意

一个斤数。 

 

作业安排及课后反思 

P53 第 2、3、4、5、6 题，P57 第 1、2 题，P60 第 3、4 题，P64 第

1、2 题 

 

课前准备情况及其他相关特殊要求 

课前准备了 PPT 电子教案及本课程实施大纲。本课程无其他特殊要求。 

 

参考资料 

[1] 潘承桐, 潘承彪. 简明数论. 北京：北京大学出版社，2000. 第二章 

[2] 柯召, 孙琦. 数论讲义. 北京：高等教育出版社, 2003. 第三讲 
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第四章 同余式 

 

教学日期：2016.4.18，2016.4.20，2016.4.25，2016.4.27 

教学方法：讲授+提问+讨论；板书+PPT 

教学重点：同余式的定义和通用解法，中国剩余定理（孙子定理）的内容

及证明，掌握中国剩余定理的简单应用，掌握求解简单同余式方程组的方

法。高次同余式组的解法。 

难点：高次同余式组的解法。 

教学内容 

 

一、同余式的基本概念（90 分钟） 

定义 1  设 f(x) = anxn +  + a1x + a0是整系数多项式，称 

f(x) ≡ 0 (mod m)                     (1) 

是关于未知数 x 的模 m 的同余方程，简称为模 m 的同余方程。 

若 an ≡/ 0 (mod m)，则称为 n 次同余方程。 

定义 2  设 x0是整数，当 x = x0时式(1)成立，则称 x0是同余方程(1)的

解。凡对于模 m 同余的解，被视为同一个解。同余方程(1)的解数是指它的

关于模 m 互不同余的所有解的个数，也即在模 m 的一个完全剩余系中的解

的个数。 

由定义 2，同余方程(1)的解数不超过 m。 

定理 1  下面的结论成立： 

(ⅰ)  设 b(x)是整系数多项式，则同余方程(1)与 
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f(x) + b(x) ≡ b(x) (mod m) 

等价； 

(ⅱ)  设 b 是整数，(b, m) = 1，则同余方程(1)与 

bf(x) ≡ 0 (mod m) 

等价； 

(ⅲ)  设 m 是素数，f(x) = g(x)h(x)，g(x)与 h(x)都是整系数多项式，又

设 x0是同余方程(1)的解，则 x0必是同余方程 

g(x) ≡ 0 (mod m) 或 h(x) ≡ 0 (mod m) 

的解。 

下面，我们来研究一次同余方程的解。 

定理 2  设 a，b 是整数，a ≡/ 0 (mod m)。则同余方程 

ax ≡ b (mod m)                       (2) 

有解的充要条件是(a, m)⏐b。若有解，则恰有 d = (a, m)个解。 

在定理的证明中，同时给出了解方程(2)的方法，但是，对于具体的方

程(2)，常常可采用不同的方法去解。 

例 1  设(a, m) = 1，又设存在整数 y，使得 a⏐b + ym，则 

x ≡
a
ymb + (mod m) 

是方程(2)的解。 

注：例 1 说明，求方程(2)的解可以转化为求方程 

my ≡ −b (mod a)                      (5) 

的解，这有两个便利之处：第一，将一个对于大模 m 的同余方程转化为一

个对于小模 a 的同余方程，因此有可能通过对模 a 的完全剩余系进行逐个



 

45 

验证，以求出方程(5)和(2)的解；第二，设 m ≡ r (mod a)，r < a，则又可继

续转化成一个对于更小的模 r 的同余方程。 

例 2  解同余方程 

325x ≡ 20 (mod 161)                    (6) 

例 3  设 a > 0，且(a, m) = 1，a1是 m 对模 a 的最小非负剩余，则同余

方程 

a1x ≡ −b ][
a
m (mod m)                   (7) 

等价于同余方程(2)。 

注：用本例的方法，可以将同余方程(2)转化成未知数的系数更小一些

的同余方程，从而易于求解。 

例 4  解同余方程 6x ≡ 7 (mod 23)。 

例 5  设(a, m) = 1，并且有整数δ > 0 使得 

a δ ≡ 1 (mod m)， 

则同余方程(2)的解是 

x ≡ ba δ − 1 (mod m)。 

注：由例 5 及 Euler 定理可知，若(a, m) = 1，则 

x ≡ baϕ(m) − 1 (mod m) 

总是同余方程(2)的解。 

例 6  解同余方程 

81x3 + 24x2 + 5x + 23 ≡ 0 (mod 7)。 

注：本例使用的是最基本的解同余方程的方法，一般说来，它的计算

量太大，不实用。 
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例 7  解同余方程组 

⎩
⎨
⎧

≡−
≡+

)7(mod232
)7(mod153

yx
yx

。                  (8) 

例 8  设 a1，a2是整数，m1，m2是正整数，证明：同余方程组 

⎩
⎨
⎧

≡
≡

)(mod
)(mod

22

11

max
max                       (9) 

有解的充要条件是 

a1 ≡ a2 (mod (m1, m2))。                 (10) 

若有解，则对模[m1, m2]是唯一的，即若 x1与 x2都是同余方程组(9)的解，则 

x1 ≡ x2 (mod [m1, m2])。                 (11) 

二、孙子定理（80 分钟） 

本节要讨论同余方程组 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

≡

≡
≡

)(mod

)(mod
)(mod

22

11

kk max

max
max

 。                  (1) 

在第一节的例题中，我们已讨论了 k = 2 的情形。下面考察一般情形。 

定理 1 (孙子定理)  设 m1, m2, , mk是正整数， 

(mi, mj) = 1，1 ≤ i, j ≤ k，i ≠ j。              (2) 

记 

m = m1m2 mk ，Mi =
im

m ，1 ≤ i ≤ k， 

则存在整数 Mi′（1 ≤ i ≤ k），使得 

MiMi′ ≡ 1 (mod mi)，                   (3) 

MiMi′ ≡ 0 (mod mi)，1 ≤ j ≤ k，i ≠ j，            (4) 
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并且 

i

k

i
ii MMax ′≡ ∑

=1
0 (mod m)                   (5) 

是同余方程组(1)对模 m 的唯一解，即若有 x 使方程组(1)成立，则 

x ≡ x0 (mod m)。                      (6) 

定理 2  在定理 1的条件下，若式(1)中的 a1, a2, , ak分别通过模m1, m2, 

, mk的完全剩余系，则式(5)中的 x0通过模 m1m2 mk的完全剩余系。 

定理 3  同余方程组(1)有解的充要条件是 

ai ≡ aj (mod (mi, mj))，1 ≤ i, j ≤ n。          (7) 

定理 4  设 m = m1m2 mk ，其中 m1, m2, , mk 是两两互素的正整数，

f(x)是整系数多项式，以 T 与 Ti（1 ≤ i ≤ k）分别表示同余方程 

f(x) ≡ 0 (mod m)                     (10) 

与 

f(x) ≡ 0 (mod mi)                     (11) 

的解的个数，则 T = T1T2…Tk 。 

由定理 4 及算术基本定理，解一般模的同余方程可以转化为解模为素

数幂的同余方程。 

例 1  求整数 n，它被 3，5，7 除的余数分别是 1，2，3。 

例 2  解同余方程 

5x2 + 6x + 49 ≡ 0 (mod 60)。                 (15) 

三、模 pα的同余方程（90 分钟） 

容易看出，若 x0是同余方程 

f(x) ≡ 0 (mod p α)                      (1) 
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的解，则它必是方程 

f(x) ≡ 0 (mod pα − 1)                     (2) 

的解，因此，必有与 x0相应的方程(2)的某个解 x1，使 

x0 ≡ x1 (mod p α − 1)，x0 = x1 + p α − 1t0， 

此处，t0是某个适当的整数。 

这提示我们：可以从方程(2)的解中去求方程(1)的解。于是，现在的问

题是，对于方程(2)的每个解 x1，是否必有方程(1)的解 x0与之对应？若有，

如何去确定它？ 

定理  设 p 是素数，α ≥ 2 是整数，f(x) = anxn +  + a1x + a0是整系数多

项式，又设 x1是同余方程(2)的一个解。以 f ′(x)表示 f(x)的导函数。 

(ⅰ)  若 f ′(x1) ≡/ 0 (mod p)，则存在整数 t，使得 

x = x1 + p α − 1t                       (3) 

是同余方程(1)的解。 

(ⅱ)  若 f ′(x1) ≡ 0 (mod p)，并且 f(x1) ≡ 0 (mod p α)，则对于 t = 0，1, 2, 

, p − 1，式(3)中的 x 都是方程(1)的解。 

推论  使用定理的记号， 

(ⅰ)  若 x ≡ a (mod p)是同余方程(6)的解，并且 f ′(a) ≡/ 0 (mod p)，则存

在 xα，xα ≡ a (mod p)，使得 x ≡ xα (mod pα)是同余方程(1)的解。 

(ⅱ)  若 f ′(x) ≡ 0 (mod p)与同余方程(6)没有公共解，则对于任意的整数

α ≥ 1，同余方程(1)与(6)的解数相同。 

例 1  解同余方程 

x3 + 3x − 14 ≡ 0 (mod 45)。 
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例 2  解同余方程 

2x2 + 13x − 34 ≡ 0 (mod 53)。               (11) 

例 3  解同余方程 

x2 ≡ 1 (mod 2k)，k∈N。                 (17) 

例 4  解同余方程 x2 ≡ 2 (mod 73)。 

注：例 4 中的方法是利用数的 b 进制表示，这一方法可以处理模 bk的

同余方程，而不必要求 b 是素数。 

四、素数模的同余方程（90 分钟） 

以下，设 f(x) = anxn +  + a1x + a0是整系数多项式，p 是素数，p |/ an。 

定理 1  设 k ≤ n，若同余方程 

f(x) = anxn +  + a1x + a0 ≡ 0 (mod p)             (1) 

有 k 个不同的解 x1, x1, , xk，则对于任意的整数 x，有 

f(x) ≡ (x − x1) (x − x2) (x − xk)fk(x) (mod p)， 

其中 fk(x)是一个次数为 n − k 的整系数多项式，并且它的 xn − k项的系数是 an。 

推论  若 p 是素数，则对于任何整数 x，有 

x p − 1 − 1 ≡ (x − 1)(x − 2) (x − p + 1) (mod p)。 

定理 2  同余方程(1)的解数≤ n。 

推论   若同余方程 bnxn +  + b0 ≡ 0 (mod p)的解数大于 n，则 

p⏐bi，0 ≤ i ≤ n。                   （7) 

定理 3  同余方程(1)或者有 p 个解，或者存在次数不超过 p − 1 的整系

数多项式 r(x)，使得同余方程(1)与 r(x) ≡ 0 (mod p)等价。 

定理 4  设 n ≤ p，则同余方程 
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f(x) = xn + an − 1xn − 1 +  + a1x + a0 ≡ 0 (mod p)      (10) 

有 n 个解的充要条件是存在整数多项式 q(x)和 r(x)，r(x)的次数< n，使得 

x p − x = f(x)q(x) + p⋅r(x)。                  (11) 

注：若 p |/ an，由辗转相除法可求出 an′，p |/an′使得 anan′ ≡ 1 (mod p)，于

是，同余方程(1)与同余方程 

an′f(x) = xn + an′an − 1xn − 1 +  + an′a1x + an′a0 (mod p) 

等价。因此，定理 4 是有普遍性的。 

定理 5  若 p 是素数，n⏐p − 1，p |/ a 则 

x n ≡ a (mod p)                        (14) 

有解的充要条件是 

n
p

a
1−

≡1 (mod p)。                     (15) 

若有解，则解数为 n。 

例 1  判定同余方程 2x3 + 3x + 1 ≡ 0 (mod 7)是否有三个解。 

例 2  解同余方程 

3x14 + 4x10 + 6x − 18 ≡ 0 (mod 5)。 

思考题+讨论（10 分钟） 

判定 

( )  2x3 ⅰ − x2 + 3x − 1 ≡ 0 (mod 5)是否有三个解？ 

( )  x6 ⅱ + 2x5 − 4x2 + 3 ≡ 0 (mod 5)是否有六个解？ 

 

作业安排及课后反思 

P75 习题 1、2、3、4 题，P79 第 1、2 题，P87 第 1、2 题 
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课前准备情况及其他相关特殊要求 

课前准备了 PPT 电子教案及本课程实施大纲。本课程无其他特殊要求。 

 

参考资料 

[1] 潘承桐, 潘承彪. 简明数论. 北京：北京大学出版社，2000. 第四章 

[2] 柯召, 孙琦. 数论讲义. 北京：高等教育出版社, 2003. 第四章 
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第五章 连分数 

 

教学日期：2016.5.2，2016.5.4，2016.5.9，2016.5.11 

教学方法：讲授+提问+讨论；板书+PPT 

教学重点：连分数、有限、无限连分数的概念，理解它们之间的关系；连

分数、渐近分数及其之间的递推关系式，有限、无限连分数与有理数、无

理数之间的关系。 

难点：连分数、渐近分数之间的递推关系式，有限、无限连分数与有理数、

无理数之间的关系。 

教学内容 

 

一、连分数的定义及基本性质（120 分钟） 

定义１  设α1, α2, , αn是不为零的实数，当分数 

nα

α
α

α

1
1

1
1

3

2

1

+
+

+
+  

有意义时，称为有限连分数，简记为
nααα

α 111

32
1 +++
+ ，或〈 α1, α2, , αn 〉 。 

定义２  设α1, α2, , αn,  是不为零的无限的实数列，记
n

n

q
p = 〈 α1, α2, 

, αn 〉 。若
n

n

q
p
（n ≥ 1）都有意义并且 ∞≠=

∞→
A

q
p

n

n

n
lim ，则称〈 α1, α2, , αn,  〉

是无限连分数，并称连分数〈 α1, α2, , αn,  〉等于 A，或称它的值是 A。也

称它是 A 的连分数，或者称它表示 A，记为 

A = 〈 α1, α2, , αn,  〉 =
++++

+
nααα

α 111

32
1 。 
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称
n

n

q
p
（n ≥ 1）是连分数〈 α1, α2, , αn,  〉的第 n 个渐近分数。 

定理１  连分数〈 α1, α2, , αn,  〉的第 k 个渐近分数为
k

k

q
p
，则 
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αααα        (1) 

推论  在定理 1 中，若αi ≥ 1（i ≥ 1），则 qn ≥ n − 1（n ≥ 2）。 

定理 2  设
k

k

q
p
是连分数〈 α1, α2, , αn,  〉的渐近分数，则 

(ⅰ)  pkqk − 1 − pk − 1qk = (−1)k，（k ≥ 2）； 

(ⅱ)  pkqk − 2 − pk − 2qk = (−1)k − 1αk，（k ≥ 3）； 

定义３  设 a1是整数，a2, a3, , an,  是正整数，则称连分数 

〈 a1, a2, , an,  〉 

是简单连分数。 

以后，在本章中，除特别声明外，在谈到连分数时，都是指简单连分

数。 

定理３  设〈 a1, a2, , an,  〉是简单连分数，
k

k

q
p
（k ≥ 1）是它的渐近

分数，则 
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，， ； 

(ⅱ)  对任意的正整数 k，pk与 qk互素。 

定理４  任何简单连分数都表示一个实数。 

例１  设 a 与 b 是正整数，b > 1，〈 a1, a2, , an 〉是 b
a 的有限简单连分

数，证明 

aqn − 1 − bpn − 1 = (−1)n(a, b)， 

其中(a, b)是 a 与 b 的最大公约数。 

注：例 1 给出了求不定方程 ax + by = c 的特解的一个方法。 
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例２  求不定方程 

13x + 17y = 5                        (4) 

的解。 

例３  设
n

n

q
p
是〈 a1, a2, , an,  〉的第 n 个渐近分数，则 

1−n

n

q
q = 〈 an, an − 1, , a2 〉（n ≥ 2）。            (5) 

例 4  求连分数〈 0, 1, 2, 1, 2,  〉的值。 

二、实数的连分数表示（120 分钟） 

定理１  任一有理数α可以表示成有限简单连分数。 

定理２  任一无理数可以表示成无限简单连分数。 

推论  设α是实无理数，那么，对于任意的正整数 n，存在δn与ηn，0 < 

δn, ηn < 1，使得 
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1

1 )1()1(
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定理 3  无理数的连分数表示是唯一的。 

定理 4  设 a 与 b 是整数，〈 a1, a2, , an 〉与〈 b1, b2, , bm 〉是
b
a 的两个

简单连分数表示， 

(ⅰ)  若 an > 1，bm > 1，则 n = m，ai = bi（1 ≤ i ≤ n）； 

(ⅱ)  若 an是大于 1 的整数，则有理数
b
a 仅有两种表示成简单连分数的

方法，即〈 a1, a2, , an 〉 = 〈 a1, a2, , an −1, 1 〉 。 

定理 5  设
n

n

q
p
（n = 1, 2, ）是实数α的连分数的渐近分数，则对于任

意的正整数 q ≤ qn及整数 p，有 

||||
q
p

q
p

n

n −≤− αα  。                   (6) 



 

55 

定理 5 说明，在分母不超过 qn的分数中，
n

n

q
p
是α的最佳有理逼近。这

是渐近分数的一个非常重要的性质。 

定理 6(Hurwitz)  设α是无理数，那么，在它的连分数的任何两个相邻

渐近分数中，至少有一个满足不等式 

22
1||
qq

p
<−α 。                     (8) 

推论  对于任意的无理数α，存在无穷多个有理数
q
p 满足 

22
1||
qq

p
<−α 。 

例１  写出 8 的连分数 

例２  求 8 的误差不超过 10 − 4的有理近似值。 

三、循环连分数（120 分钟） 

定义１  设〈 a1, a2, , an,  〉是无限简单连分数。如果存在正整数 s 与

t，使得 

as + i = as + kt + i，i = 1, 2,  , t；k = 0, 1, 2,  ， 

则称〈 a1, a2, , an,  〉是循环连分数,并记为 

〈 a1, , as, tss aa ++ ,,1 〉 。 

如果 s = 0，则称它是纯循环连分数。 

定理１  任何循环连分数表示一个不可约整系数二次方程的实根。 

定理２  设α = 〈 taa ,,1 〉是纯循环连分数，则它所满足的二次方程的另

一个根在−1 与 0 之间。 

定理３  设α是二次不可约整系数方程 

Ax2 + Bx + C = 0                      (3) 

的实根，则α的简单连分数是循环连分数。 
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例１  设 a，b，c 是正整数，b = ac，求连分数 

x = 〉〈=
+++

+ ab
aba

b ,111  

的值。 

例２  求α = 〈 3,2,1 〉之值。 

 

作业安排及课后反思 

P153 习题 1、2 题，P159 第 1、2 题，P87 第 1、2 题 

 

课前准备情况及其他相关特殊要求 

课前准备了 PPT 电子教案及本课程实施大纲。本课程无其他特殊要求。 

 

参考资料 

[1] 潘承桐, 潘承彪. 简明数论. 北京：北京大学出版社，2000. 第七章 

[2] 柯召, 孙琦. 数论讲义. 北京：高等教育出版社, 2003. 第六讲 
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课程要求 
 

1、学生自学要求 

学生应在上课前对即将学习的章节进行预习，需要学生课堂演讲的内

容应倒背如流，保证课堂演讲脱稿进行。已学章节的复习由学生在课余自

行安排时间，课堂上不安排复习。除了教材上的内容外，要求学生阅读一

些相关著作，如下述课外阅读要求中所列著作或其他。 

2、课外阅读要求 

[1] 盖伊(加拿大). 数论中未解决的问题, 北京：机械工业出版社, 2007 

[2] Felix Klein. Elementary Mathematics from an Advanced Standpoint（高

观点下的初等数学，第 1—6 章）. 上海：复旦大学出版社，2008 

[3] 孙琦, 曹珍富. 初等数论经典例题. 哈尔滨：哈尔滨工业大学出版

社，2012 

3、课堂讨论要求 

讨论目的要明确。教师应提出与当堂课程内容有关的、合理而有价值

的讨论题目，激发学生思考，避免提出学生知识结构不能达到的问题。 

分组合理分工明确。可自由组合，也可按观点的异同进行分组。可先

分组讨论再全班讨论。学生应积极参与。 

教师应是组织者和指导者。教师应适当控制讨论局面，使得性格内向

的学生也有发言机会，但教师不宜发言过多，左右学生的思维。 
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课堂规范 

 

课堂纪律 

课堂纪律是教学活动正常有效进行的一个保证，是教师教好课，学生

学好课的前提。 

1、教师需在上课前 10-15 分钟到达上课教室，做好课前准备，比如检

查有无粉笔黑板刷，开多媒体，检查多媒体能否正常使用。学生需在上课

前 5-10 分钟到达上课教室。迟到的学生从教室后门进入教室，不能影响老

师和其他学生上课，并在下课后主动向老师说明迟到原因。 

2、课堂上教师不能抽烟喝酒，不能吃东西，不能接打电话，手机调为

震动或静音。非特别紧急的情况下不能上厕所。 

3、课堂上学生不能睡觉，不能抽烟喝酒，不能吃东西，不能交头接耳，

不能做与本课程无关的事（如做作业，听音乐），不能接打电话，不能玩手

机，手机调为震动或静音。需要上厕所举手示意，教师同意后方可出教室。 

4、教师上课使用普通话。学生发言或提问要举手，经老师同意并起立

用普通话表达。 

5、上课期间，无关人员一律不得进出教室，或在课堂内逗留。 

6、下课铃声响起后，老师和学生方可出教室。不得提前下课。 

 

课堂礼仪 

礼仪是人类为维系社会正常生活而要求人们共同遵守的最起码的道德

规范，它是人们在长期共同生活和相互交往中逐渐形成，并且以风俗、习
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惯和传统等方式固定下来。对一个人来说，礼仪是一个人的思想道德水平、

文化修养、交际能力的外在表现，对一个社会来说，礼仪是一个国家社会

文明程度。道德风尚和生活习惯的反映。 

本课程要求教师和学生遵循的礼仪规范主要有： 

1、教师和学生均需着装整齐得体，不能穿拖鞋，吊带背心进入教室。 

2、爱护教室内的公物、设备（如桌椅，灯具，多媒体设施）。损坏公

物、设备要照价赔偿。不能随意搬动教室理的公共设施，不随地吐痰，不

乱扔废弃物。 

3、教师和学生在上课过程中均应注意语言文明，相互尊重。教师不能

辱骂学生，更不能对学生进行体罚。学生不能随意打断顶撞老师，有问题

或意见不一致应举手，经教师同意后相互沟通协调。 

4、上课期间和课间均不得在教室或过道内打闹、喧哗，影响其他班级

的教学或其他同学的正常自习。 

5、教师上完课应关闭多媒体和多媒体机柜。如果课程为上午（下午、

晚上）最后一节课，最后离开教室的老师或学生应关闭教室的所有灯光。 
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课程考核 
1、出勤（迟到、早退等）、作业、报告等的要求 

（1）一学期教师至少随机抽 1/2 的课时点名，对迟到旷课的学生作书

面记载。严禁不假不到，病假事假需相应的请假条（所在学院负责老师签

字）。旷课一次扣平时成绩 3 分,迟到或早退一次扣平时成绩 2 分. 

（2）学生按时保质保量完成作业，由组长收发作业。作业全批全改，

用 A+、A、B、C、D 五个等级，分别表示 100 分（全对且书写工整），90-99

（全对或极少数错误）、80-89（错 1 道题以上）、70-79（错 2-3 题）和 60-69

（错一半以上或未完成）。 

2、 成绩的构成与评分规则说明 

平时成绩 30% （其中考勤 10%，作业 10%，期中考试 10%）+ 考核

成绩 70% 

3、考试形式及说明 

考试形式：闭卷考试 

说明：旷课次数达点名次数 1/3、未参加期中考试或作业一次都没有交

的同学不能参加期末考核。 

 

学术诚信 

本课程的考核过程中，若出现学生考试违规与作弊，抄袭他人论文或

其他伪造成果的行为，按四川理工学院相应政策处理。 
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课程资源 

 

1、教材与参考书 

本课程教材为：闵嗣鹤, 严士健著，高等教育出版社出版的《初等数论》

（第三版）（2013 年 9 月第 22 次印刷） 

本课程参考书目可选： 

[1] 潘承桐, 潘承彪. 简明数论. 北京：北京大学出版社，2000. 

[2] 柯召, 孙琦. 数论讲义. 北京：高等教育出版社, 2003. 

[3] 布恩（英）著, 于秀源译. 数论入门. 哈尔滨: 哈尔滨工业大学出版

社, 2011. 

[4] 华罗庚. 华罗庚文集：数论卷. 北京：科学出版社，2010. 

2、专业学术著作 

《初等数论》是数学与应用数学专业的一门重要的专业必修课，相对

其他数学课程的抽象性，《初等数论》更容易理解和掌握。与《初等数论》

有关的学术著作和科研论文比较多，除上述参考书目外，还有如下著作等

（不能完全列出）。 

[1] 罗森 (KennethH. Rosen). 初等数论及其应用 (英文版). 北京：机械

工业出版社, 2010. 

[2] 维诺格拉多夫（俄罗斯）著, 裘光明译. 数论基础. 哈尔滨: 哈尔滨

工业大学出版社, 2011. 

[3] ZHANG Weidong, Lü Xixiang, LI Hui. Efficient Broadcast Encryption 
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Scheme Based on Number Theory Research Unit.  Wuhan University Journal 

of Natural Sciences , 2010, 15(3): 247-250. 

[4] 蒋亦华. “初等数论”教学中的创造性思维训练与能力建构. 大学

数学, 2006, 22(3): 32-34. 

3、专业刊物 

Acta Mathematica Sinica (English Series) 、  Chinese Science 

Bulletin、 Northeastern Mathematical Journal、Science China (Mathematics)、

《数学进展》，《应用数学学报》、《数学年刊》、《数学的实践与认识》、等刊

物，以及一些高校学报均可刊登初等数论方面的文章。 

4、网络课程资源 

爱课程：http://www.icourses.cn 

中国大学 MOOC：http://www.icourse163.org/ 

网易公开课：http://open.163.com/ 

初等数论，北师大视频教程 

http://video.1kejian.com/university/ligong/26520/ 

5、课外阅读资源 

[1] JosephH. Silverman. 数论概论, 北京：机械工业出版社, 2008. 

[2] 王元，严士健，石钟慈，谈德颜编译. 数学百科全书（5 卷本）. 北

京：科学出版社，1994－2000. 

[3] 张奠宙. 20 世纪数学经纬. 上海：华东师范大学出版社，2002. 
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教学合约 

 

本人已阅读《初等数论》课程实施大纲，理解了其中内容。本人同意

遵守课程实施大纲中阐述的标准和期望，并将本课程的重点、难点、课程

要求、课堂纪律，课堂礼仪、考核形式及要求传达给学生。 

 

 

 


