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1．教学理念
展示知识的产生、发展过程;强调基本概念、基本理论、基本方法的掌握;注重数学计算能力、学习能力的提高.
2．课程介绍
《复变函数》是工科类学校大部分专业的基础专业课程. 课程基础性强,理论体系比较成熟. 复变函数的概念、理论和方法是学生后续专业课程学习的基础和工具. 学习好复变函数的理论和方法, 对于进一步的学习和研究有十分重要的意义和作用. 
3．教师简介
3.1 教师的职称、学历: 讲师, 研究生学历.
3.2教育背景: 本科在四川大学数学系学习数学基础理论和知识,硕士研究生阶段在复旦大学数学研究所学习和研究偏微分方程的基本理论和相关问题.
3.3研究兴趣（方向）:偏微分方程中有很强实际应用背景的双曲型方程解的存在性、奇异性等问题的研究.
4．先修课程: 高等数学
5．课程目标
通过本门课程的学习, 掌握复变函数的基本概念、基本理论、基本方法, 进一步提高数学的学习能力、计算能力和应用能力.
6．课程内容
6.1课程的内容概要: 复数概念和运算的扩展; 复变函数的基本概念和运算; 复变函数导数、解析、奇点的概念, 判别方法以及常见复变函数的概念、性质和介绍; 复变函数积分的概念、基本理论和计算方法; 复级数收敛的概念和判别方法, 复变函数的Taylor展开以及Laurent展开; 孤立奇点的概念及分类, 极点级数的概念及求法, 复变函数在孤立奇点留数的概念、留数的计算规则, 复变函数积分的留数计算方法以及留数方法在定积分计算中的应用.
6.2教学重点、难点: 复变函数积分的基本理论和留数计算方法是课程的重点.复变函数的Laurent展开及留数方法在积分计算中的应用是课程教学中的难点.
6.3学时安排: 30学时

7.课程实施












	第一讲
	课时/课次:
	教学日期（学年/学期）

	复数的表示及运算
	2/1
	2015-16/2

	教学目标

	一、 熟悉复数基本代数运算;
二、了解复数的几种表达形式及相关概念;
三、了解复数的方幂及方根运算.

	教学内容

	知识点：
一、复数代数运算;
二、非零复数模、辐角、辐角主值的概念;
三、复数三角形式、指数形式及Euler公式;
四、复数方幂及方根运算.
重点:
复数三角形式、指数形式. 
难点: 
复数方幂及方根运算. 

	教学过程及教学方法

	§1.1  复数及其代数运算
一、复数的概念
1. 虚数单位.对虚数单位的规定:


(1)      (2)  与实数在一起时,按同样的法则进行四则运算. 




2. 复数: 对于任意两个实数，称或为复数。其中分别称为


的实部和虚部，记作 




当时，称为纯虚数；当时，把看作实数. 复数是
实数的推广. 


两对于复数：    


复数等于零： 
说明: 两个都退化成实数（两个复数的虚部同时为零）的复数可以比较大小； 否则,
 就不能比较大小. 
二、复数的代数运算

设两个复数，则 
1. 
两复数的和差: 
2. 
两复数的积: 
3. 

共轭复数: 实部相同而虚部是相反数的两个复数称为共轭复数，即                的共轭复数 


例1  计算复数与其共轭复数的乘积 

解    根据平方差公式, 有
结论：任何复数与其共轭的乘积是一个非负实数. 
4. 共轭复数的性质:

(1) 

(2) 

(3) 
5. 两复数的商: 

                 




例2 复数的实部虚部共轭复数 与其共轭

复数的乘积： 

商：             


例3 实数取何值时，复数 
是 （1）实数；  （2） 纯虚数？ 

解    令 




（1）复数是实数，则复数的虚部由有或 




（2）复数是纯虚数，则 由有或  



     但由知应舍去，所以只有        
§1.2   复数的几何表示
1. 复平面的定义


任意复数都与有序实数对一一对应。因此，一个建立了直角坐标系


的平面可以用来表示复数，通常把坐标系的横轴称为实轴或轴，纵轴称为虚轴或
轴. 这种用来表示复数的平面称为复平面. 
2. 复数的模(或绝对值)



复数可以用复平面上起点为原点，终点为表示该复数的点              所对应的向量来表示。这个向量的长度称为复数的模或绝对值，记作

 

对于复数的模，有   
3. 复数的辐角




在复数时，以正实轴为始边，表示的向量为终边的角的弧度数称为复


数的辐角，记作     



注意:    任意复数有无穷多个辐角. 若是复数的任一个辐角，则该复数的


所有辐角 其中是任意整数. 

 时，辐角没有定义. 

在应用中，为了避免复数有无穷多个辐角所带来的不方便，把的所有辐角中，


满足条件的一个辐角称为它的辐角主值，记作

 
复数辐角主值的确定： 
（1）坐标轴上复数的情形； 
（2）坐标象限里复数的情形：首先根据复数点所在象限确定辐角主值的范围，然后
通过求解直角三角形求出角.

例4   




4. 复数和差的模的性质


   表示两个复数之间的距离，则有三角不等式

 
5.复数的三角表示和指数表示

利用直角坐标与极坐标的关系复数可以表示成三角形式：




其中利用实际应用中, 一般取

根据Euler公式 复数可以表示成指数形式：

 

例5   求 的三角形式和指数形式

解      


故三角形式为    指数形式为
§1.3  复数的乘幂与方根
一、乘积与商
定理一     两个复数乘积的模等于它们的模的乘积; 两个复数乘积的辐角等于它们
的辐角的和.
定理二     两个复数的商的模等于它们的模的商; 两个复数的商的辐角等于被除数
与除数的辐角之差.


例6  已知求 

解   由有

    


二、幂与根



1. n次幂: n个相同复数的乘积称为的n幂，记作     

对正整数，有

 


规定 当是负整数是时，上式也成立。 





2. n次方根: 对于方程的根称为的次方根，记作

 则有 



其中 




推导过程如下:  由于 设 则记已知, 且                                    

记则有




等式两端同时取模, 有 在正实数意义下,有

在复数相等的意义下, 有 则有




把对应相同角的去掉，只保留不同的，有 
由此得到上述公式. 


例7   对正整数,化简 

解    注意到
则有  









例8  记方程的两个根为求的值 


解    由题意有 注意到  

所以         

由此得            

                  

则                


	作业安排及课后反思: 
(1)归纳，总结重要概念，公式和方法. (2)第一章习题: 2,6,8,14,15. 

	本课程使用教材：P2-17




	第二讲
	课时/课次:
	教学日期（学年/学期）

	区域及复变函数
	2/2
	2015-16/2

	教学目标

	一、 熟悉区域、简单闭曲线等概念;
二、了解复变函数的概念及特点;
三、了解复变函数极限的概念及运算法则;
四、掌握复变函数连续的概念及性质.

	教学内容

	知识点：
一、区域、简单闭曲线等相关概念;
二、复变函数的概念、性质;
三、复变函数极限;
四、复变函数连续性.
重点:
区域、简单闭曲线、复变函数、复变函数极限、复变函数的连续性等概念. 
难点: 
复变函数极限、连续的判别方法及运算法则. 

	教学过程及教学方法

	§1.4  区域
一、区域的概念



1. 邻域: 复平面上以复数点为中心，任意正实数为半径的圆内部所有


点的集合,称为的邻域. 


说明  包括无穷远点且满足的所有点的集合，称为无穷远点的邻域. 



2.去心邻域: 满足不等式所有点的集合,称为的空心邻域. 


说明 不包括无穷远点 且满足的所有点的集合，称为无穷远点的空心邻域. 

也表示为. 




3.内点: 如果点存在一个邻域是平面点集的子集，则称是的内点. 


4.开集: 如果内每一点都是它的内点， 则称为开集. 

5.区域: 如果平面点集满足以下两个条件： 




（1）是一个开集；（2） 是连通的，即中任何两点都可以用完全属于的一
条线连结起来， 

则称为一个区域.


圆域:  圆环域: 都是常用的区域.




6.边界点、边界: 设是复平面内的一个区域,如果点不属于，但在的任意小





的邻域内总有中的点，这样的点称为的边界点. 的所有边界点组成的边
界.
说明 (1) 区域的边界可能是由几条曲线和一些孤立的点所组成的； 
(2) 区域与它的边界一起构成闭区域. 

7.有界区域和无界区域: 如果一个区域可以被包含在一个以原点为中心的圆内，即



存在，使区域内的每一个点都满足,称是有界的，否则称为无界的. 
二、单连通域与多连通域



1. 连续曲线: 如果和是两个连续的实变函数，则称方程组： 

   表示的一条平面曲线为连续曲线. 

平面曲线可以有复数表示： 



2. 光滑曲线: 对于上述平面曲线，如果在上，和都是


连续的，且对的每一个值，有则称曲线为光滑的. 
    由几段依次相接的光滑曲线所组成的曲线称为逐段（分段）光滑曲线.




3. 简单曲线: 设是一条连续曲线，与分别称为
的起点和终点. 





  对于满足的有则称为曲线的重点. 

   没有重点的曲线称为简单曲线(或若尔当曲线). 



如果简单曲线的起点和终点重合，即则称曲线为简单闭曲线（自
身不相交）. 

简单闭曲线的性质:任意一条简单闭曲线将复平面唯一地分成三个互不相交的
点集.
4. 单连通域与多连通域的定义:

复平面上的一个区域，如果在其中任作一条简单闭曲线，而曲线的内部总属于

，就称为单连通域. 一个区域如果不是单连通域，就称为多连通域.
§1.5    复变函数
1.  复变函数的定义:



设是复数的集合. 如果有一个确定的法则使得对集合中的每一个




复数, 都有一个或几个复数与之对应, 则称复变数是的函数,

简称复变函数，记作 
2.  复变函数的多值性: 



在复变函数中 如果一个对应着一个的值，则称函数是单值的;  如


果一个对应着两个或两个以上值，则称函数是多值的. 

有多值的复变函数存在,   如 
3. 复变函数与实变函数之间的关系:

任何复变函数总可以写成

 
因此一个复变函数对应于两个二元实变函数. 
4. 反函数的定义:





对于复变函数如果是已知，需要去确定的值,这样就定义了一个新的数称为的反函数. 
§1.6  复变函数的极限和连续性
一、函数的极限
1.函数极限的定义



设复变函数定义在的去心邻域内, 如果对任意给定的




存在一确定数和一正数使得当时，成立

 




则称为当趋向于时的极限.   记作



需要注意的是：在复平面上,的方式是任意的！ 
2. 极限的相关定理

定理一   设 则

                                        

定理的作用在于把复变函数的极限问题转化为求两个二

元实变函数的极限. 

定理二     若 存在, 则
(1) 
  
(2) 
  
(3) 
                                  



例9  设则当时，有 
证明  由Euler公式,  有

                 
根据定理一,  有

                 

注意到是实数，则

                     

即是有界量.  




      又当时, 即当时, 是无穷小量. 则有

                


所以当时, 


     类似的, 当时,

例如               
二、函数的连续性 
1. 连续的定义 



如果 则称函数在点连续.



如果在区域内每一点都连续，则称在内连续. 


定理三   函数在连续


                                  在连续.                                  
所有初等函数在有定义的点都是连续的！ 


定理四   （1）  在一点连续的两个函数的和、差、积、商（分母在


点不能为零）在点也连续。 




（2）如果函数在点连续，函数在连续，则复合函数


在点连续.                          
重要结论:

(1)有理整函数(多项式)在复平面内所有点都连续； 
(2) 

有理分式函数,其中都是多项式，在复平面内使分母不为零的点连续.

	作业安排及课后反思: 
(1)归纳，总结重要概念和结论. (2)第一章习题: 22,29,30.

	本课程使用教材：P17-29







	第三讲
	课时/课次:
	教学日期（学年/学期）

	解析函数
	2/3
	2015-16/2

	教学目标

	一、了解复变函数导数的概念及求导方法;
二、掌握复变函数解析的概念以及确定奇点的方法;
三、掌握复变函数可导、解析的充要条件及条件的应用.

	教学内容

	知识点：
一、复变函数导数的概念及求导方法;
二、复变函数可导、可微、连续的关系;
三、复变函数解析,奇点的概念及确定奇点的方法;
四、复变函数可导、解析的充要条件及充要条件的应用.
重点:
复变函数奇点的概念及确定具体函数奇点的方法. 
难点: 
复变函数与实变函数导数的差异及复变函数可导、解析的充要条件. 

	教学过程及教学方法

	§2.1  解析函数的概念
1、 复变函数的导数与微分
1.导数的定义:




设复变函数定义在区域内,是内两点， 如果极限

                   




存在, 则称在可导.  这个极限值称为在导数.   记作

 



在定义中应注意: 的方式是任意的.即在区域内


以任意方式趋于时，比值都趋于同一个复数值. 




如果函数在区域内处处可导,则称在区域内可导. 

例1   求的导数     

解    对任意的 都有













所以对任意的 都可导,且有

例2   问是否可导？     



解    函数的实部虚部 根据上一章的方法可知,实部和


虚部对任意都连续,则是复平面上的连续函数, 而且实部和虚部都是无穷

次可微函数, 由他们所构成的复变函数是否可导呢？
   根据复变函数导数的定义, 有

              

                       





首先设 沿着平行于轴的直线趋于 则有

           



再设沿着平行于轴的直线趋于 则有




由此表明，当沿着不同方式趋于时，极限值不同.由此可知，极限不存在. 


所以函数在任意的导数不存在. 
2.可导与连续:


函数在处可导则连续；但连续不一定可导.

证   根据可导定义知， 有



令  则有


这时

 



所以 即在连续.
3.求导法则:
由于复变函数中导数的定义与一元实变函数中导数的定义在形式上完全一致,并且
复变函数中的极限运算法则也和实变函数中一样, 因而实变函数中的求导法则都可
以不加更改地推广到复变函数中来, 且证明方法也是相同的.
例3    求导

 




4.微分的概念:
        复变函数微分的概念在形式上与一元实变函数的微分概念完全一致.


函数可导可微. 
2、 解析函数的概念
1. 



解析函数的定义:如果函数在以及的一个邻域内处处可导，则称在

解析. 





如果函数在区域内每一点都解析, 则称在区域内解析，或称

是区域内的解析函数（全纯函数，正则函数).


2. 奇点的定义: 函数不解析的点，统称为的奇点. 

   根据定义可知: 函数在区域内解析区域内可导.
但是，函数在一点处解析与在一点处可导是不等价的.而函数在一点处解析比在该点
处可导的要求要高得多. 

例4    研究函数解析性.

解   由本节例1和例3知:  在复平面内处处可导，也解析，而

处处不可导，也不解析. 

下面从可导的定义开始来讨论的解析性.











(1) 若 则可导.  




(2) 若假设 沿着直线趋于 则










由的任意性知，上式在时的极限不存在.因此,函数仅仅在可
导，而在其他点都不可导. 根据复变函数解析的定义可知，这个函数在复平面内处处
不解析. 
定理 （1）在同一个点或区域内解析的两个函数的和、差、积、商（除去分母为零的
点）在该区域内解析； 
(2) 两个解析函数的复合函数解析.     
根据定理可知: 

 (1) 多项式函数在复平面内处处解析； 

（2）有理分式函数在复平面内除了分母为零的点不解析以外，其余点都解析，

分母为零的点：是有理分式函数的奇点； 




（3）一般分式函数的奇点由三部分构成： ①分子的奇点； ②分母         的奇点； ③分母的零点： 







  另外, 函数在简单闭曲线内解析函数在内没有奇点函数

的所有奇点在外. 
§2.2  函数解析的充要条件 
一、主要定理
由上一节例2可知，有些看起来可导的函数，严格应用导数的定义标准来验证，
发现却处处不可导，所以复变函数可导或解析所需要的条件较多，要求很高. 对于实

部和虚部已经分出来了，或者容易分出来的函数在判断可导或
解析时，有 



定理一  定义在区域内的函数在点可导



 在点 (1) 函数可微；⑵  满足Cauchy-Riemann方程

 
定理必要性和充分性的证明. 


在定理一的证明过程中可知，若函数在点可导,则有
导数公式：

 



定理二    定义在区域内函数解析           


在区域内 ⑴ 函数可微；⑵ 满足Cauchy-Riemann方程. 
判定函数解析的方法:
(1) 如果直接用求导公式和求导法则在区域内求出了函数的导数，则根据解析函数


的定义可断定在内解析. 
(2) 


对函数,如果在内的各一阶偏导存在且

连续，并满足Cauchy-Riemann（C-R）方程，则根据函数解析的充要条件可断定

在内解析. 
二、典型例题
例5   判定下列函数在何处可导, 在何处解析:



      (1)    (2)  (3) 

解  (1)  则有




由此可知,偏导存在且连续, 在任意点可微, 但是不满足柯西－

黎曼方程,故在复平面内处处不可导，也处处不解析.

(2)  则有


四个偏导数均处处存在且连续, 故可微, 而且也处处满足C-R方程. 则根据定理可
知，函数在复平面内处处可导，处处解析. 且由导数公式有

               

(3) , 则



四个偏导数均处处存在且连续, 故可微. 但是仅当时，满足C-R方程，故函


数仅在处可导，在复平面内处处不解析.




例6   如果在区域内处处为零，则在区域内为常数.     
证    由已知条件






有 因此是常数，则在区域内是常数. 


	作业安排及课后反思

	(1)归纳，总结重要概念和结论. (2)第二章习题: 3,4,6,10.

	本课程使用教材：P35-44




	第四讲
	课时/课次:
	教学日期（学年/学期）

	初等函数
	2/4
	2015-16/2

	教学目标

	一、掌握几个常见初等复变函数的定义及计算公式;
二、掌握初等复变函数的主要性质;
三、掌握Euler公式及其应用.

	教学内容

	知识点：
一、复指数函数的定义及性质;
二、复对数函数的定义公式、计算公式及解析性;
三、复三角函数的定义、性质;
四、Euler公式.
重点:
初等复变函数的定义、计算及解析性质. 
难点: 
复对数函数的解析性、复三角函数的计算. 

	教学过程及教学方法

	§2.3  初等函数
一、指数函数

1. 指数函数的定义: 
2. 性质 

加法定理: 

周期性: 是任意整数. 
解析性：在复平面解析.
二、对数函数 
1. 


定义   指数函数的反函数，即已知，求称为对数函数，记作:




由于对任意则已知的有指数形式   

                      

记未知的,则有

   
对上式两端取模，并注意到复指数函数的周期性, 有 




注意到 可记  由此有

                      
按照表示函数值和自变量所用字母的习惯，有对数函数

                    

由此可知，是无穷多值函数.一般可取对数主值为

                    

这时有

例7    求以及相应主值。     

解     

       

主值:  

例8    求解方程                           

解    由 




2. 性质

 ⑴      

⑵    

⑶    的各个分支在除去负实轴及原点的复平面内解析，且有

                         
3. 典型问题

 ⑴     函数的奇点？ 


⑵     函数在圆内解析吗？ 


⑶      函数在单位圆内解析？
三、三角函数和双曲函数

1. 三角函数的定义  由有

 
把上述函数中的自变量推广到复数，有


2. 性质



 ⑴     根据定义，有 所以，不再成立，除非取
实值. 
⑵     除了⑴与实值不同以外，复正弦函数和余弦函数具有实值时完全相同的性质，
比如 

奇偶性：

周期性：

三角公式：

求导公式：

⑶  正弦和余弦函数在复平面内解析.求的奇点？
3. 其他函数的类似定义
⑴     正切，余切函数： 
⑵     双曲正弦，余弦函数：

	作业安排及课后反思

	(1)归纳，总结重要概念和结论. (2)第二章习题: 12,15,18.

	本课程使用教材：P45-51




	第五讲
	课时/课次:
	教学日期（学年/学期）

	积分概念及基本定理
	2/5
	2015-16/2

	教学目标

	一、了解复变函数积分的概念;
二、熟悉复变函数积分的性质;
三、掌握Cauchy-Goursat基本定理.

	教学内容

	知识点：
一、复变函数积分概念及存在条件;
二、复变函数积分的性质;
三、直接计算复变函数积分的典型例题;
四、Cauchy-Goursat基本定理.
重点:
复变函数积分的性质、Cauchy-Goursat基本定理. 
难点: 
复变函数积分概念、Cauchy-Goursat基本定理. 

	教学过程及教学方法

	§3.1  复变函数积分的概念
一、积分的定义
1. 有向曲线:
设C为平面上给定的一条光滑(或按段光滑)曲线, 如果选定C的两个可能方向中
的一个作为正方向(或正向), 那么我们就把C理解为带有方向的曲线, 称为有向曲
线. 

  如果A到B作为曲线C的正向,那么 B到A就是曲线C的负向,记为 
关于曲线方向的说明:
在今后的讨论中,常把两个端点中的一个作为起点,  另一个作为终点,  除特殊
声明外,  正方向总是指从起点到终点的方向.
简单闭曲线正向的规定: 如无特殊申明均是指逆时针方向为正方向. 
2. 积分的定义:






设复变函数定义在区域内,是区域内起点为,  终点为的一条
光滑有向曲线.


(1) 曲线划分: 把曲线任意划分成个弧段, 分点依次记为






由此曲线被分成个弧段：  其长度为                    
(2) 


 近似作和:在弧段中任取,有函数值 作近似乘积

  然后作和: 


(3) 




取极限：记当无限增加，且时，如果不论对的分法及



的取法如何，有唯一极限，则称这个极限值(复数值)为函数沿曲线的积分.
记为




如果是闭曲线，则沿此闭曲线的积分记为 
关于定义的说明:
(1) 



如果是轴上的区间而这时复变函数的积分与一元实变函
数定积分的一致. 
(2) 

根据定义，复变函数沿有向曲线的积分是否存在完全取决于极限

的存在性. 



⑶  根据定义,如果积分存在，则是一个依赖于被积函数和积分曲线
的复数值. 
二、积分的性质
根据复变函数积分的定义，容易得到下列性质:


⑴  积分曲线可分可加性：如果是由等光滑曲线依次首尾连接所组成的

逐段光滑曲线，即则

              
在等式中，由左到右称为曲线可分，由右到左称为曲线可加； 

(2)  反向反号性： 

⑶  被积函数线性性：对任意常数有

                  





(4)  估值性：设曲线的长度为,函数在上满足则有估值不等式

                    
三、积分存在的条件及其计算法



1. 存在的条件：如果复变函数在光滑曲线上连续，则积分存在.

2. 积分的计算方法: 在已知积分曲线参数方程的情况

下,积分可以通过两个二元实变函数的线积分来直接计算:










在以后的讨论中, 总假定积分是存在的.



例1    计算 从原点到点的直线段     



解：  取直线参数方程为则                        





例2   计算 其中是以为圆心，为半径的正向圆周，为整数. 

解：积分路径的参数方程为 代入积分表达式得






当时, 


当时,  所以 

                  
§3.2  Cauchy－Goursat基本定理
第一节中介绍的计算复变函数积分的方法有很大局限，那就是必须要知道积分曲
线的参数方程，而且参数方程还得比较简单，否则转化出来的定积分很复杂.这会限
制积分的应用，也体现不出复变函数积分的优势.       
   从下面讲解的结论中可以发现，其实复变函数的积分和以前的积分比较起来更简
单.只要掌握好方法，计算起来更容易！ 
Cauchy－Goursat基本定理




如果函数在单连通区域内解析，则对内任何一条封闭曲线都有



简单证明：设函数则有

 


设封闭曲线围成的区域为，根据平面上封闭曲线积分的Green公式,有

         


由于函数在单连通区域内解析，根据函数解析的充要条

件知，在内成立Cauchy-Riemann方程: 

                         


由此有  所以 
定理也称为Cauchy积分定理.   


在实际应用中，无论什么类型的复变函数, 只要其在积分曲线内解析（没


有奇点），而不论在外有没有奇点，都有 这样一来，复杂的复变函数
积分计算问题就转化为求被积函数的奇点和判断在积分曲线内有没有被积函数的奇
点了.

例3   计算积分



解      因为和都在积分曲线围成的区域内

解析，根据Cauchy－Goursat定理得










例4  设正向. 计算积分
解    被积函数的奇点包括: 分子是对数函数,奇点为正实轴上2右边所有点;分母是

多项式函数, 在复平面上没有奇点; 使分母为零的点:  

即.由此可知, 分式函数所有这些奇点到原点的距离都不小于1, 所以都在


的外面,即在积分曲线内没有被积函数的奇点,或被积函数在积分曲线内解析. 

    所以根据Cauchy－Goursat定理有


	作业安排及课后反思

	(1)归纳，总结重要概念、结论和方法. (2)第三章习题: 5,6.

	本课程使用教材：P69-77





	第六讲
	课时/课次:
	教学日期（学年/学期）

	复合闭路定理
	2/6
	2015-16/2

	教学目标

	一、了解闭路变形原理;
二、掌握复合闭路定理的结论和方法;
三、了解复变函数原函数的概念及原函数的应用.

	教学内容

	知识点：
一、闭路变形原理;
二、复合闭路定理;
三、复变函数的原函数;
四、用复变函数原函数方法计算积分.
重点:
复合闭路定理. 
难点: 
复合闭路定理、复变函数的原函数的存在条件. 

	教学过程及教学方法

	§3.3    复合闭路定理
1.  闭路变形原理





设函数在多连通域内解析，是该区域内任意两条正向简单闭曲线. 通过重新构造闭曲线, 根据Cauchy－Goursat定理可以证明: 只要在所的区域内解析, 则有




由于可以称是由连续变形而来, 一般称上述公式为闭路变形原理.实际应用中，
可以把沿不规则曲线C的积分计算转化为沿规则曲线，比如圆周的积分，以求简化.




例5  求其中为包含的任一简单闭曲线， 是整数.





解    因为在曲线内部，故可取很小的正数，使得圆周在的内部. 

则被积函数在以为边界的复连通域内解析. 根据闭路变形原理，有

                          
再根据3.1节的例题结果，有

      
2. 复合闭路定理


复合闭路：如果简单闭曲线满足条件： ① 在的内部； ② 互不包含； 



③ 互不相交，则称构成复合闭路，而且作为复合闭路的组成部分取

逆时针, 取顺时针为正向.记作





复合闭路定理：设是多连通区域内的复合闭路，并且以为



边界的区域全含于内.如果函数在以为边界的区域内解析，则

(1)  

(2) 
定理中的⑴也看成是Cauchy-Goursat基本定理的推广.
根据积分曲线的有限可分可加性和积分的反向反号性，容易知道⑴和⑵是等价.复合
闭路定理可以应用证明闭路变形原理同样的方法给予证明. 
复合闭路定理的作用在于把积分曲线内含有被积函数多个奇点的积分转化成各个
只含有一个奇点的积分，然后求和.


例6 计算积分为包含单位圆周的任意正向简单闭曲线.



解    被积函数在复平面内的两个有限奇点都在积分曲线的内部.分别




以为中心，作适当小的两个正向圆周和使得构成复
合闭路. 
根据复合闭路定理及Cauchy－Goursat基本定理，有










§3.4   原函数与不定积分
1. 两个主要定理:



定理一   如果函数在单连通域内处处解析，则积分与连接起点及终

点的路径无关。



记单连通区域内的积分曲线的起点为，终点为，则由定理一可知:  


解析函数沿的积分只与起点和终点有关, 则可记







如果固定，在内变动，并令 则可确定内的一个单值函数.




定理二   如果函数在单连通域内处处解析，则是    

内的一个解析函数，且




证    利用导数的定义来证.   设为内任一点，以为中心作一个含于内的小





圆，取充分小使得在内，由的定义，有





由于上述积分与路线无关，的积分路径可取为从沿与相同


的路径先到，然后再沿直线到.于是有



则                

注意到 所以有











由在内解析知, 在内连续.故 时,上述积分



表达式中的积分变量在小圆内,此时 则有

                       
根据积分的估值性质，有









于是有   则



所以
2. 原函数的定义:






如果函数在区域内的导数为 即 则称为 在

区域内的原函数. 


  显然是的一个原函数.

原函数之间的关系：的任何两个原函数相差一个常数.
3. 不定积分的定义:




称原函数的一般表达式（为任意常数）为的不定积分，记作:

 
定理三    (类似于牛顿-莱布尼兹公式)    






如果函数在单连通域内解析, 是内的两点, 为的一个
原函数，则


说明: 根据上述公式,复变函数的积分可以用与微积分学中类似的方法去计算.

例7   求的值.

解：         










此方法使用了微积分中“分部积分法” 
   

	作业安排及课后反思

	(1)归纳，总结重要概念、结论和方法. (2)第三章习题: 8(1,4).

	本课程使用教材：P77-84




	第七讲
	课时/课次:
	教学日期（学年/学期）

	积分公式
	2/7
	2015-16/2

	教学目标

	一、掌握Cauchy积分公式;
二、掌握解析函数的高阶导数公式;
三、了解调和函数的概念；
四、了解偏积分方法.

	教学内容

	知识点：
一、Cauchy积分公式;
二、解析函数的高阶导数公式;
三、调和函数;
四、偏积分方法.
重点:
Cauchy积分公式、解析函数的高阶导数公式. 
难点: 
Cauchy积分公式、解析函数的高阶导数公式及偏积分方法. 

	教学过程及教学方法

	§3.5  Cauchy积分公式    




一、定理   如果函数在区域内处处解析；为内的任意一条正向简单闭曲线，




的内部完全在内；是内任意一点，则有（Cauchy积分公式）






证     显然在连续，则 当时，有：

                      




设以为中心, 半径为的正向圆周全在的内部.根据闭路变
形原理，有






根据积分估值性质, 有







上不等式表明，只要足够小，左端积分的模就可以任意小，根据闭路变形原理知， 


左端积分的值与无关，所以只有在对所有的积分值为零时才有可能.故有


关于柯西积分公式的说明:
Cauchy积分公式成立需要满足三个条件： 
⑴ 被积函数是特殊的分式形式； 
⑵ 被积函数的分子须在积分曲线内解析，即在积分曲线内没有奇点，而不管在积分
曲线外有没有奇点； 
⑶ 被积函数分母的零点，也就是被积函数的唯一奇点必须在积分曲线内.
二、典型例题

例8  求积分


解     因为在复平面解析，被积函数的唯一奇点在积分曲线围成的
区域内，根据Cauchy积分公式，有



例9  计算积分



解     由于 可取则

在积分曲线围成的区域内解析，被积函数在积分曲线内有唯一奇点
根据Cauchy积分公式，有



例10  求积分



解  被积函数在积分曲线内有两个奇点 现分别以这两个奇点为中



心，适当小的正实数为半径作两个正向圆周和 
则根据复合闭路定理有




注意到积分中被积函数的分子在


积分曲线内解析; 分母在内有唯一零点.因此积分满足Cauchy积分公式应用的
条件.根据Cauchy积分公式，有


同理也有


所以有



根据Euler公式，有 所以有



§3.6     高阶导数
一、主要定理



定理   解析函数的导数仍然解析，在点的阶导数为

 




其中为在函数的解析区域内围绕的任意一条正向简单闭曲线. 
高阶导数公式的作用：不在于通过积分来求导， 而在于通过求导来求积分.
二、典型例题
例11  计算下列积分:


(1)             (2)    


其中为正向圆周：





解   （1）被积函数在积分曲线内有唯一奇点 分子在内解析. 
根据解析函数高阶导数公式，有







（2）被积函数在积分曲线内有两个奇点.在内分别以为中



心,适当小正数为半径,作正向圆周使得构成复合闭路.则函数


在由围成区域内解析. 
根据复合闭路定理，有

 
注意到

                                                            




被积函数在内只有一个奇点分子在内解析. 
根据解析函数高阶导数公式, 有

 







                                                 




被积函数在内只有一个奇点分子在内解析. 
根据解析函数高阶导数公式, 有

 






根据Euler公式，于是有







Cauchy积分公式 和解析函数高阶导数公式                                             


的总结： 
1 都是对分式函数，不一定是有理分式函数，的积分； 
2 积分曲线都是复平面内任意简单正向闭曲线； 


⑶ 被积分分式函数的分子都必须在积分曲线围成区域内解析被积函数在积分曲围成区域内没有奇点被积函数如果有奇点，奇点都在积分曲线外部； 
(4)  被积分式函数分母的唯一零点，是被积函数在积分曲线围成区域内的唯一奇点； 
§3.7 解析函数与调和函数的关系
一、调和函数的定义 


定义   如果二元实变函数在区域内具有二阶连续偏导，并且满足Laplace
方程




则称是区域内的调和函数.
 调和函数在流体力学和电磁场理论等实际问题中有很重要的应用.
二、解析函数与调和函数的关系
1. 两者的关系

定理   任何在区域 D 内解析的函数,它的实部和虚部都是内的调和函数.
2. 共轭调和函数的定义






      设是区域内给定的调和函数，则称使在内构成解析数的为的共轭调和函数.即区域D内的解析函数的虚部为实部的共轭调
和函数.
3. 偏积分法

已知解析函数的实部或虚部函数,可以根据C-R方程，通过
积分求得另外一个.这种方法称为偏积分法.


例10    证明 是调和函数，并求其共轭调和函数及由它们
构成的解析函数. 


解   由可知, 函数二阶偏
导存在且连续, 而且满足Laplace方程

          

故是调和函数. 

由解析, 根据解析函数的充要条件可知, C-R方程


成立, 则有


积分第一个式子得

 





其中是任意一阶可导且连续函数. 由可知,  所以 其中是常数. 则有



	作业安排及课后反思

	(1)归纳，总结重要概念、结论和方法. (2)第三章习题: 14,21,31.

	本课程使用教材：P84-95





	第八讲
	课时/课次:
	教学日期（学年/学期）

	复数项级数
	2/8
	2015-16/2

	教学目标

	一、了解复数列收敛的概念和求法;
二、掌握复数项级数收敛的概念和求法;
三、了解幂级数的概念；
四、掌握幂级数收敛半径和收敛圆的求法.

	教学内容

	知识点：
一、复数列;
二、复数项级数;
三、幂级数;
四、幂级数收敛半径和收敛圆.
重点:
复数项级数收敛性、幂级数收敛半径和收敛圆. 
难点: 
复数项级数收敛性、幂级数收敛半径和收敛圆. 

	教学过程及教学方法

	§4.1  复数项级数  
一、复数列的极限


1. 定义  设是一复数列，而是一确定复数.如果对




任意给定的，都存在相应的正整数，使得对所有，都有，


则称为复数列当时的极限，记作

 


此时也称复数列收敛于.    
2.复数列收敛的充要条件

定理1    
由此说明，复数列的敛散性问题可以等价转化为判别两个实数列的敛散性.


例1    证明：当时，    


证：当时，结论显然成立.当时，有

    
根据复数列数列的判别方法，有







注意到对辐角和任意有 而在时，是无穷小量，因
此有    

                  
根据复数列数列的充要条件，有

                           
二、级数的概念

1.定义  设 是一复数列，表达式

                                             


称为复数项无穷级数. 其前项的和称为这个级数的部分和. 如


果复数项级数的部分和数列收敛，则称级数收敛，此时数列极限

称为级数的和. 如果部分和数列不收敛，则称级数发散.   

例2     级数的敛散性 


注意到级数的部分和由于在时，有                  

 因此

                        


所以当时，级数收敛.
2.复数项级数收敛的条件




定理2  设, 级数收敛都收敛.
级数收敛的必要条件


由实数项级数收敛的必要条件有复数项级数收敛的必

要条件为



定理3  收敛收敛，且有
注意: （1) 这只是判别复数项收敛的充分条件;

(2) 对应该应用正项级数的审敛法则判定.
3. 绝对收敛与条件收敛


定义    如果收敛，则称级数绝对收敛，不是绝对收敛的收敛级数，称为
条件收敛级数.

例3   级数是否绝对收敛？

解    由正项级数的比值判别法知：收敛, 根据定理3知, 原级数收
敛, 且是绝对收敛.

例4   级数的敛散性


解    由知，级数收敛的必要条件满足. 但是, 调和级数发散，
应用定理3判断此级数的敛散性失效. 注意到


应用Leibniz法则可知，实部和虚部对应的两个交错级数都收敛. 根据定理2知，级

数收敛，且是条件收敛.
§4.2  幂级数
一、幂级数的概念
1.复变函数项级数


定义  设为区域内的一复变函数序列.  表达式




称为复变函数项级数, 记作. 级数最前面项的和

                                     
称为这级数的部分和.




和函数   如果对于内的某一点,极限存在, 则称级数


在收敛, 称为它的和. 


      如果级数在内任意点都收敛,  那末它的和

 


是的一个函数,  称为该级数在区域上的和函数. 
2. 幂级数


当或时,  有函数项级数的特殊情形


或


这种级数称为幂级数.
二、幂级数的敛散性
1.收敛定理(阿贝尔Abel定理)




如果级数在收敛，则对满足的任意,级数必绝对收敛；



如果级数在发散, 则对满足的任意, 级数发散. 
2. 收敛圆与收敛半径

根据阿贝尔Abel定理可知, 幂级数的收敛范围是以原点为中心的圆域, 
圆域半径称为收敛半径. 
3. 收敛半径的求法


比值法：   根值法： 

则收敛半径 
例5    求下列幂级数的收敛半径:

(1)  (并讨论在收敛圆周上的情形)


(2)    (并讨论时的情形)



解  （1）由知，收敛半径，则级数在圆内



收敛，在圆外发散. 在圆周上，级数是收敛的级数

. 根据复级数收敛的充分条件（定理3）知，原级数在收敛圆周上处处绝对
收敛. 


(2)    由有，收敛半径. 


当时，原级数成为，是收敛的交错级数;


当时, 原级数成为，是发散的调和级数. 
一般来说，幂级数在收敛圆周上既有级数的收敛点, 也有级数的发散点. 而在应用
中,  圆周内是可以确保收敛的. 

	作业安排及课后反思

	(1)归纳，总结重要概念、结论和方法. (2)第四章习题: 2,3(2,4),6(1,3,5)

	本课程使用教材：P105-114




	第九讲
	课时/课次:
	教学日期（学年/学期）

	幂级数
	2/9
	2015-16/2

	教学目标

	一、了解幂级数的运算方法;
二、掌握幂级数的性质;
三、了解函数的Taylor展开定理；
四、掌握函数Taylor展开的方法.

	教学内容

	知识点：
一、幂级数的运算;
二、幂级数的性质;
三、Taylor展开定理;
四、函数Taylor展开.
重点:
幂级数在收敛圆内的性质、解析函数的Taylor展开. 
难点: 
解析函数的Taylor展开. 

	教学过程及教学方法

	三、幂级数的运算和性质
1.幂级数的有理运算

  设 则


2. 幂级数的代换(复合)运算
3. 复变幂级数在收敛圆内的分析性质


定理四    设幂级数的收敛半径为,则 
(1) 

  和函数  在收敛圆内解析； 

(2)  收敛圆内可逐项求导：

                                  

(3)  收敛圆内逐项求积：

                             
§4.3  Taylor级数
一、 Taylor展开定理







定理   设函数在区域内解析，为内任一点，为到的边界上各点的


最短距离，则当时，有的Taylor展开式:

 

等式右边的级数称为Taylor级数.其中称为Taylor系数.
二、将函数展开成Taylor级数

1.直接法:    直接计算系数,然后根据展开定理把函数


在展开成幂级数.


例6，求在 的Taylor展开式 

因在复平面内解析，所以展开成幂级数的收敛半径.     注意到


由此得到基本展开式

 
2. 间接展开法 :  利用一些已知函数的展开式 , 结合解析函数的性质, 幂级数运
算性质 (逐项求导, 积分等)和其它数学技巧 (代换等), 求函数的泰勒展开式. 其
优点是：不需要求各阶导数与收敛半径. 因而比直接展开更为简洁,使用范围也更为
广泛. 
例7  根据Euler公式和指数函数的基本展开式,有

         






三、常见函数的Taylor展开式
四、函数的Taylor展开    
1. 有理分式函数、对数函数的展开.

      以基本幂级数 为基础, 利用函数代换以及
收敛圆内幂级数的各种分析性质, 得到函数的Taylor展开式. 


例8  把函数展开成的幂级数. 

解   函数展开的中心点为 可以先确定函数展开的范围. 



需要展开的函数的奇点为,此奇点到展开中心点的距离,根据展开定



理知， 函数可在内展开成的幂级数.

由基本幂级数有

 
对上式两边求导，且右边逐项求导，由此得到展开式

 
则有




例9  求对数函数的主值在的展开式.

解  由函数奇点的分布可知, 在内有展开式.  
注意到




将上式从到任意积分，对右边级数逐项积分，有


由此得到




例10  把函数展开成的幂级数.


解  由函数奇点可知, 在内有展开式. 

.

2. 指数函数、三角函数的展开.

以基本幂级数为基础, 利用函数代换
以及收敛圆内幂级数的各种分析性质, 得到指数函数的Taylor展开式.三角函数可以
利用Euler公式先转化成指数函数, 然后再按照指数函数展开. 



例11  求函数在的幂级数. 
解  根据三角公式和Euler公式, 有

            






所以有

                
根据指数函数的基本展开式, 有

 
所以有

          
注意到



 
则有






所以有




 

	作业安排及课后反思

	(1)归纳，总结重要概念、结论和方法. (2)第四章习题: 11(2,4,6),12(2,4,6)

	本课程使用教材：P114-124




	第十讲
	课时/课次:
	教学日期（学年/学期）

	Laurent级数
	2/10,11
	2015-16/2

	教学目标

	一、了解双边幂级数的概念;
二、了解双边幂级数的性质;
三、了解函数的Laurent展开定理;
四、掌握函数Laurent展开的方法.

	教学内容

	知识点：
一、双边幂级数;
二、双边幂级数的性质;
三、Laurent展开定理;
四、函数Laurent展开.
重点:
Laurent展开定理、函数的Laurent展开. 
难点: 
函数的Laurent展开. 

	教学过程及教学方法

	§4.4  Laurent级数
一、双边幂级数
1. 双边幂级数及其收敛域

                
称为双边幂级数,  或含有负幂项的幂级数, 其中正幂项部分也称为解析部分,负幂
项部分称为主要部分. 
当正幂项部分和负幂项部分同时收敛时, 双边幂级数才收敛, 由此得到结论：若
双边幂级数收敛，则收敛域为圆环域.
2. 双边幂级数收敛域内的性质：


若双边幂级数在圆环域内收敛，则


（1)  和函数在收敛的圆环域内解析； 
（2） 收敛圆环域内可逐项求导： 
（3） 收敛圆环域内可逐项求积. 
二、 Laurent级数


1. Laurent展开定理:  若函数在圆环域内解析，则函数在此圆
环域内可展开成Laurent级数





其中称为Laurent系数，积分曲线是圆环域内的任一正向简单闭曲线. 
2.  Laurent 级数与Taylor 级数的关系 


 1）若函数不仅在环域内解析，也在环域的内圆内解析，则
Laurent展开得到的实际上是Taylor级数；因为在此条件下， Laurent系数的积分
计算公式

 


中，被积函数的分子在解析，则也在积分曲线C围成区域内解析.


当时，是复平面内解析的多项式函数，

所以在C内函数 解析.则根据Cauchy－Goursat基本定理，有


所以Laurent展开式中没有负幂项. 

     当时,根据解析函数的高价导数公式有

 
则有Taylor展开式

 
2) 

若函数仅在环域内解析，在环域的内圆内有奇点，则
Laurent展开时,一般会得到真正的Laurent 级数. 
    这种情况下也可能没有负幂项, 例如： 

由于在时有

 

则在上式也成立. 在此环域内有Laurent展开式

          


其他函数如等在环域内的Laurent展开式也没有负幂项. 
      在判断出Laurent 级数含有负幂项时，原则上只要对负幂项作倒数变换，变换
成正幂项的幂级数，就可以根据一般间接展开法求得. 
三、函数的Laurent展开式
1. 直接展开法：利用定理中的公式

 

计算Laurent系数,然后得到Laurent展开式.
缺点: 计算往往很麻烦.
2.间接展开法：根据正、负幂项组成的的Laurent级数的唯一性, 可利用已知函数
的展开式得到Laurent展开式.
优点 : 简捷,快速. 
四、典型例题


例12  在内，把函数展开成Laurent级数. 
解     由基本幂级数


有

.



在内, ,在上式两端同除以,有



例13  函数在圆环域



       (1) ,   (2) ,   (3)  

内解析的，试把在这些区域内展开成Laurent级数.

解  首先有


1）在时,有，则根据基本幂级数,有

 


所以

      




2）在内, 由于,根据基本幂级数,有

                    

由于,根据基本幂级数,有

                    
所以






3） 在内，由于,根据基本幂级数,有



由于,根据基本幂级数,有


所以




为了得到函数的Laurent级数，也会应用级数的分析性质等多种方法.


例14  求函数在圆环域内的Laurent展开 
分析： 函数在圆环域内的Laurent展开应该具有形式

                    


所以，可先得到在内的Laurent展开，然后在展开式两端同除以

即可.
解  根据基本幂级数,有


上式两端求导，右端级数逐项求导，有

              
则有





在内, , 则上式两端同时除以有函数的Laurent展开 

 

	作业安排及课后反思

	(1)归纳，总结重要概念、结论和方法. (2)第四章习题: 16(1,3,5)

	本课程使用教材：P124-135




	第十一讲
	课时/课次:
	教学日期（学年/学期）

	孤立奇点
	2/12
	2015-16/2

	教学目标

	一、了解孤立奇点的概念;
二、了解孤立奇点的分类方法;
三、掌握判断函数极点级数的方法.

	教学内容

	知识点：
一、孤立奇点;
二、孤立奇点的分类;
三、函数零点;
四、函数极点.
重点:
判断函数极点级数. 
难点: 
函数零点及极点级数. 

	教学过程及教学方法

	§5.1  孤立奇点
一、孤立奇点的概念




1.定义：若是函数 的有限奇点，但在的某一空心邻域函数解


析, 则称是的孤立奇点. 




例1  是函数的孤立奇点; 而是函数的孤立奇点.
     有理分式函数的所有有限奇点都是孤立奇点.

注意:  存在不是孤立奇点的奇点，如的所有奇点都不是孤立奇点. 


 例2  讨论函数在的奇点特性
解：函数的奇点为

                


由于则在的不论多么小的空心邻域内，总有函数的其他奇点,所以

不是孤立奇点. 
2.孤立奇点的分类


如果是函数的孤立奇点. 由孤立奇点的定义知，函数在一个空心邻域

内解析.
现在把这个空心邻域看成环域, 根据Laurent展开定理可知,  在此邻域内有函
数的Laurent展开式


根据函数的Laurent展开式中含有负幂项的个数情况，可以把孤立奇点分为
可去奇点、极点和本性奇点三类. 



1)．可去奇点   如果函数在孤立奇点的空心邻域内的Laurent



级数不含的负幂项,则称孤立奇点为的可去奇点. 



例3   函数在孤立奇点的任意空心邻域内的Laurent级数 




中不含的负幂项, 所以是可去奇点. 


例4  说明为 的可去奇点.

解     在此孤立奇点的任意空心邻域内, 函数的Laurent级数

 


所以是的可去奇点. 



2). 极点  如果函数在孤立奇点的空心邻域内的Laurent级数




含有的有限多个负幂项，其中关于 的最高方幂为 则称是函

数的级极点. 即

 

在上式两端同乘，则有




上式右端级数在内收敛，显然在也收敛，所以右端级数在

内收敛. 根据幂级数收敛圆内的分析性质可知, 上式右端幂级数收敛于一


个解析函数, 设为.容易看出:  

由此可得函数级极点的等价定义: 





对函数, 若存在在点的某一领域内解析，且的函数,
使得

 



则是的级极点.  



例5   是有理分式函数的孤立奇点, 令,            







则在的邻域内解析,且,所以是     


的二级极点.同样可知, 是的一级极点. 



3).本性奇点  如果函数在孤立奇点的去心邻域内的Laurent级


数含有的无穷多个负幂项,  则称是函数的本性奇点. 



例6  由可知, 是函数的本性奇点.
二、函数的零点与极点的关系

1.零点的定义：不恒等于零的解析函数，如果能表示成

 







其中 ①在的某个邻域内解析, ②，则称为的级
零点.     



例7  是函数的一级零点，是二级零点.       
2.零点级数的判定



⑴  是解析函数的级零点的充要条件：

 
(2) 



   如果函数在的某一邻域内的Taylor展开式中的最低方

幂项是,即





则是的级零点.

方法(2)主要用于判断零点的级数, 而⑴可以用于更一般的零点级数.


例8  的零点是满足方程: 的所有根

                     

由于, 所以这些零点都是函数的一级零点.
由常见函数的Taylor展开式容易判断出函数零点级数. 
3.零点与极点的关系







定理:  是函数的级零点是的级极点.
在具体判断函数极点的级数时，更常应用下面两个结论提供的方法.





结论1：若分别是函数的 级零点，则是乘积函数的

级零点.



例如，由于分别是函数的3级和2级零点，则是函数

的5级零点. 



结论2：若分别是函数的级零点， 则 



⑴   当时，是的可去奇点； 




⑵   当时，是的级极点.


例9  由于分别是分式函数分子和分母的1级零点，则是这个分式函数

的可去奇点；而是分母的2级零点，不是分子的零点，但可以看成是分子的0级

零点，所以是分式函数的2级极点. 


例10  分别是分式函数分子和分母的2级,  4级零点，所以是分
式函数的2级极点. 
三、函数在无穷远点的性态



 定义   如果函数在无穷远点的某一个去心邻域内解析，则称


为的孤立奇点.



一般方法:   作倒数变换,则         





结论:  去心邻域内对函数的研究在去心邻域内对
的研究. 





规定:  如果是的可去奇点、级极点或本性奇点, 则称是的可

去奇点、级极点或本性奇点. 

例11    函数在扩充复平面内有些什么类型的奇点? 如果是极
点, 指出它的级. 


	作业安排及课后反思

	(1)归纳，总结重要概念、结论和方法. (2)第五章习题: 1(1,4,7),2,4,6(2)

	本课程使用教材：P145-153

	第十二讲
	课时/课次:
	教学日期（学年/学期）

	留数
	2/13
	2015-16/2

	教学目标

	一、了解留数的概念;
二、掌握留数定理;
三、掌握留数的计算规则;
四、掌握应用留数方法计算复变函数的积分.

	教学内容

	知识点：
一、留数的概念;
二、留数定理;
三、留数的计算规则;
四、留数方法计算函数积分.
重点:
留数方法计算复变函数的积分. 
难点: 
留数概念的引入、留数方法计算复变函数的积分. 

	教学过程及教学方法

	§5.2   留  数
一、留数概念的引入



若是函数的孤立奇点, 根据孤立奇点的定义可知, 在的某一个空心邻



域内,函数解析. 把空心领域看作圆环域,则根据

Laurent展开定理知,在此空心邻域内存在函数的Laurent级数





   设是内包含的任一条正向简单闭曲线，则可以沿对上述Laurent
展开式两端积分. 根据级数在收敛域内的分析性质, 则有

   


对上式右端的无穷多个积分, 首先根据解析函数高阶导数公式有


再根据Cauchy-Goursat基本定理, 有



所以上式右端无穷多个积分的值为, 则有



由此可知, Laurent级数中负幂项的系数

                     .




定义    若是函数的孤立奇点，则沿在的某个空心邻域 内包





含的任意一条正向简单闭曲线的积分除以后所得的值,称为

在点的留数. 记作

                 
由此有

        
二、利用留数求积分


1.留数定理：函数在一条正向简单闭曲线内有有限多个孤立奇点 

 则


证  根据复合闭路定理和留数的定义容易证得.
2.留数的计算方法



(1)  如果是的可去奇点,  则 




(2)  如果是的本性奇点，则需把展开成Laurent级数,然后由系数得

到 
(3) 

 如果是的极点,


规则1  是的极点, 则

 



规则2  是的级极点, 则

      





证明:  由是函数的级极点可知,  在的空心邻域内存在

的Laurent展开式: 



 其中所有Laurent系数待定.



为了确定有价值的,在空心邻域内, 上式两端同乘以,有

 

在上式两端同求阶导数,  得到

    



在上式两端令,取极限可得

 

由于 所以有

 



注意到当是函数的级极点时,  有

 



其中在的某个邻域内解析. 根据解析函数的导数定理,有

 
也是此邻域内的解析函数,  所以

              
即上述等式左端的极限实际上是一个解析函数的函数值.
三、在无穷远点的留数



1.定义   设函数在圆环域内解析，为圆环域内绕原点的任何一条正




向简单闭曲线，则积分的值与无关，称此值为在点的留
数，记作

   


2.定理二   如果函数在扩充复平面内只有有限个孤立奇点，则在包括点
在内的所有奇点的留数总和必等于零. 



证     设是函数的所有有限孤立奇点,而是足够大,能够把这些
孤立奇点都包含在内部的正向简单闭曲线，则根据积分性质有


由无穷远点留数定义有


又由留数定理有


所以有



     定理表明：

计算积分计算无穷远点的留数.使计算积分进一步得到
简化.
3.在无穷远点处留数的计算

规则4  

例12    求留数 
解   根据留数规则4，有

          
根据留数规则2，有



 




所以有

 



例13    求积分, 其中为正向圆周：




解  令,则在积分曲线内分别是的一级和二级极点. 
则根据留数定理，有


根据留数计算规则, 有

       


所以有



	作业安排及课后反思

	(1)归纳，总结重要概念、结论和方法. (2)第五章习题: 8(2,3),9(2,4,6)

	本课程使用教材：P153-163

	

	




	第十三讲
	课时/课次:
	教学日期（学年/学期）

	留数应用
	2/14,15
	2015-16/2

	教学目标

	一、了解留数的概念;
二、掌握留数定理;
三、掌握留数的计算规则;
四、掌握应用留数方法计算复变函数的积分.

	教学内容

	知识点：
一、留数的概念;
二、留数定理;
三、留数的计算规则;
四、留数方法计算函数积分.
重点:
留数方法计算复变函数的积分. 
难点: 
留数概念的引入、留数方法计算复变函数的积分. 

	教学过程及教学方法

	§5.3 留数在定积分计算上的应用

一、形如 的积分
思想方法 :  把定积分化为一个复变函数沿某条封闭曲线的积分. 
两个重要工作:   1）积分区域的转化;       2） 被积函数的转化.


对,令, 则在此变换下有


根据Euler公式, 有

,


则有理三角函数可以化成的有理分式函数







从增加到的积分转化成沿单位圆周的正方向绕行一周.
所以有理三角函数的积分转化成有理分式函数沿单位圆周的积分:



对于有理分式函数沿单位圆周的积分, 又可以利用留数方法计算. 


设是上述复变函数积分中被积函数在单位圆周内的所有奇点,
根据留数定理方法,有


所以有



例14     计算积分                                                         

解   由于参数,被积函数的分母

               ，
故积分有意义. 

 令, 则


根据Euler公式, 有

              则









被函数有三个极点,但在圆内只有一级极点和二级极点

因此，根据留数定理，有

             
根据留数计算规则，有












所以




因此



二、形如的积分

若有理函数的分母至少比分子高两次，并且分母在实轴上无孤立奇点，即

 


其中是常数, 且无实根.

则根据高数中无穷限广义积分的理论可知,存在. 
相应记

 



积分的计算，可以转化为对构造合适的封闭曲线的积分，这样的方
法称为“围道积分法”. 



以原点为中心 , 取适当大的数为半径，在上半平面作半圆周,使得所

有在上半平面内的极点都在此半圆周内. 





     记半圆周和轴上从点到的线段构成的封闭曲线为取正向. 



再以为半径, 在上半平面作另一个半圆周，类似形成的封闭曲线记为 
⑴     根据闭路变形原理，有


所以只要半圆周半径足够大, 积分与半径无关. 
(2)    根据留数定理,  有 


(3)   由积分曲线的有限可分可加性，有

                          


注意到在轴上, 则


所以有 



(4)   现在讨论积分.注意到




由此有







由于, 所以对足够大的, 当时, 总有

 
同理也有


于是有

 

又因为,所以

                      
则有 




⑸  在上述不等式中,令, 有 即

 
另外有



对(3)得到的等式两端令,则有 

                    

例15    计算积分


解    令,则函数在上半平面有一个二级极点.    
      由积分计算公式有

. 
根据留数计算规则，有








所以



三、形如 的积分                        

积分存在条件: 有理分式函数分母的次数至少比分子的次数高一次, 并且

在实轴上无孤立奇点.
采用和前面类似的方法,可以推导出




其中是函数在上半平面内的所有奇点.

根据Euler公式, 有

         

例16   计算积分

解.  首先注意到



针对被积函数, 令,则在上半平面只有一个二级极点.
      根据留数计算规则，有



 










所以有


则


所以




	作业安排及课后反思

	(1)归纳，总结重要概念、结论和方法. (2)第五章习题: 13(2,4,6)

	本课程使用教材：P163-171



[bookmark: _Toc423419544]8．课程学习要求
8.1学生自学的要求：
1．按老师指定内容自学（课前预习、课后归纳整理知识，复习重难点）
2．按自己实际学习状况加强练习
8.2课外阅读的要求：
多看老师指定参考书籍，认真完成课堂布置的课外作业题。
8.3课堂讨论的要求
积极思考，积极提问，积极回答
[bookmark: _Toc423419545]9．课程考核方式及评分规程
9.1出勤（迟到、早退等）、作业、报告等的要求：
出勤：缺一次扣平时成绩3分,迟到、早退扣平时成绩2分，事假扣平时成绩1分。
作业：全批全改，用A、A-、B、B-四个等级，分别表示90-100、80-89、70-79和60-69。
9.2成绩的构成与评分规则说明：
没有期中考试时：平时成绩占40%，期末卷面成绩占60%折算成学科成绩。
有期中考试时：平时成绩占30%，期中卷面成绩占30%，期末卷面成绩占40%折算成学科成绩。
9.3考试形式及说明（含补考）
平时以出勤和作业为主，期末卷面分A、B卷，难度相当，题型与分值相同，重复率不超过15%，任选一套作期末试卷，另一套作补考试卷 
[bookmark: _Toc423419546]10．学术诚信规定
10.1考试违规与作弊
严格遵守并执行学校《学生手册》
10.2学术剽窃等
遵守知识产权，除非教师有特别要求，否则所有的作业、论文等都应学生本人自己完成。
[bookmark: _Toc423419547]11．课堂规范
11.1课堂纪律
遵守学校学生手册和行为规范。
11.2课堂礼仪
课堂教学是人才培养的重要环节，课堂是大学生接受教育的神圣殿堂。良好的课堂行为规范，是大学生素质的重要体现，是大学生良好精神风貌的重要体现，是高校学风建设的关键。  
（1）学生应认真完成每一堂课的各个教学环节，至少提前十分钟到达上课地点；  
（2）学生应自觉遵守和维护课堂纪律，上课期间应关闭手机、MP3等通讯和娱乐设备；禁止在教室内及附近大声喧哗； 
（3）为保证一个清新的课堂教学环境，不得携带食物、饮料等进入课堂食用，不得在教室内吸烟；
（4）学生在课堂上应举止言行得体，不得有不文明的言语和举动；男女同学之间交往应得体，不得在课堂内表现出不雅言行；  
（5）学生在课堂上应尊重老师，未经老师许可，不得随意进出教室或做出其他不雅举止，课间值日生应主动为老师擦黑板； 
（6）为保持清洁的教学环境，学生应自觉维护教室内及走廊卫生，不得在课桌、教室墙壁等处涂抹刻画，不得在教室及走廊随地吐痰或乱扔杂物；
（7）学生应保持良好的个人形象，自觉遵守作息时间，保证上课精力充沛、精神饱满，禁止上课睡觉；课堂着装应得体，不得穿拖鞋、背心上课，不宜过度暴露。
（8）学生应根据课程教学安排认真完成课前预习、课堂笔记、课后作业。课堂上应积极参与讨论，认真回答问题，不做与课堂教学无关的事情。
（9）严格按课程表出勤，不迟到，不早退。认真对待教师课堂考勤，答到时应举手示意，声音响亮，不得替他人答到。
（10）不得旷课，因病因事不能正常出勤者应履行有关请假手续。
12．教学合约
我已阅读此课程实施大纲，理解其含义，并会遵照其中的要求和规定
完成课程。
                                    学生签字_______________
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