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1. 教学理念

通过本课程的学习，使学生在已掌握本科阶段线性代数知识的基础上，进一步深化和提高矩阵理论的相关知识。并着重培养学生将所学的理论知识应用于本专业的实际问题和解决实际问题的能力。

通过本课程的学习，使学生能较好地理解与掌握矩阵理论的基本原理和思想方法，提高学生的数学素质，加强学生开展科研工作和解决实际问题的能力。
 通过本课程学习，要求学生从理论上掌握矩阵的相关理论，会证明简单的一些命题和结论，从而培养逻辑思维能力。要求掌握一些有关矩阵计算的方法，如各种标准型、矩阵函数等，为今后在相关专业中实际应用打好基础。 

2．课程介绍

   矩阵理论在数学及其他科学技术领域如数值分析、最优化理论、多元统计分析、运筹学、控制、力学、电学、管理科学与工程等学科中都有十分重要的作用，越来越引起人们的重视。矩阵不仅表述简洁，易于理解，而且具有适合计算机数值计算的特点。因此，矩阵理论是从事科学研究和工程设计的科技人员必备的数学基础。通过本课程的学习，掌握矩阵论的基本概念，基本理论和基本运算，全面了解若干特殊矩阵的标准形及其基本性质。通过学习使学生能将向量空间及其变换的问题化为矩阵问题,用矩阵运算加以解决. 为应用数学，计算数学专业的学生进一步学习其它课程、进行科学研究打下坚实的基础.

3．教师简介

    张先君 讲师，理学硕士。2006年毕业于重庆大学理学院数学与应用数学专业 理学硕士 ，2006年四川理工学院参加工作，2008年讲师 ，自参加工作以来，率领学生参加全国大学生数学建模竞赛多次获奖；研究方向 最优化 运筹学 数学建模

4. 先修课程

数学分析 高等代数 数值分析
5．课程目标

   矩阵论是线性代数的后继课程。在线性代数的基础上，进一步介绍线性空间与线性变换、欧氏空间与酉空间以及在此空间上的线性变换，深刻地揭示有限维空间上的线性变换的本质与思想。为了拓展高等数学的分析领域，通过引入向量范数和矩阵范数在有限维空间上构建了矩阵分析理论。

    从应用的角度，矩阵代数是数值分析的重要基础，矩阵分析是研究线性动力系统的重要工具。为了矩阵理论的实用性，对于矩阵代数与分析的计算问题，利用Matlab计算软件实现快捷的计算分析。

6．课程内容

：线性空间与线性变换(4学时)

·重点内容：特征值和特征向量、正交矩阵
·第一节 线性空间
·第二节 线性变换及其矩阵
·第三节 两个特殊的线性空间
 理解线性空间的定义，理解解线性空间的基底，维数与坐标变换等知识，了解线性空间的子空间。理解矩阵的相似变换，掌握矩阵的相似对角化方法，掌握判定矩阵能否相似对角化的方法。
：范数理论及其应用(6学时)
·重点内容：矩阵范数 
·第一节 向量范数及其性质
·第二节 矩阵的范数
·第三节 范数的一些应用
    了解向量范数的概念。掌握几种常用的向量范数。理解范数等价的定义。了解矩阵范数的概念。掌握几种常用的矩阵范数。了解矩阵的谱半径及其性质。了解矩阵序列与极限的概念。了解矩阵的幂级数并掌握敛散性的基本判别方法。
第三章  矩阵的Jordan标准形    （8学时）
   ·重点内容：矩阵的Jordan标准形
·第一节 多项式矩阵基本概念
·第二节 多项式矩阵矩阵Smith标准形的存在性唯一性
·第三节 初等因子和矩阵的相似
·第四节 数字矩阵的相似与多项式矩阵的等价
·第五节 矩阵的Jordan标准形
·第六节 Jordan标准形的某些应用
    了解多项式矩阵及其初等变换。理解Smith标准形及不变因子。掌握用初等变换的方法化为Smith标准形。理解行列因子，初等因子及相关理论。掌握写出矩阵的Jordan标准形的方法及求出相应的相似变换矩阵的方法。
第四章：矩阵分解(12学时)
·重点内容：矩阵的QR分解、矩阵的奇异值分解
·第一节 Gauss消去法与矩阵的三角分
·第二节 矩阵的QR分解
·第三节 矩阵的满秩分解
·第四节 矩阵的奇异值分解
    1. 会求矩阵的三角分解和UR分解；  2. 会求矩阵的满秩分解和单纯矩阵的谱分解;  3. 了解矩阵的奇异值和极分解。 

 

7. 课程实施

7.1教学单元一 线性空间与线性变换 （4学时）
教学目标

  1. 理解线性空间的概念，掌握基变换与坐标变换的公式； 

  2. 掌握子空间与维数定理，了解线性空间同构的含义；        

 3. 理解线性变换的概念，掌握线性变换的矩阵表示;  

 4. 理解内积空间的概念，掌握正交基及子空间的正交关系；

  5. 了解内积空间的同构的含义，掌握判断正交变换的方法；

 6. 理解酉空间的概念，会判定一个空间是否为酉空间        

 7. 掌握酉空间与实内积空间的异同；      

 8. 掌握正规矩阵的概念及判定定理和性质。  

教学内容（含重点、难点）

  第一节 线性空间
  第二节 线性变换及其矩阵
  第三节 两个特殊的线性空间     

教学方法

    本课程的所有授课内容，均使用多媒体教学方式，教案采用PowerPoint编写，教师使用计算机、投影仪、视频展台授课。

教学过程

线性空间的定义及性质

[知识预备]

★集合：笼统的说是指一些事物（或者对象）组成的整体。

集合的表示：枚举、表达式

集合的运算：并（
[image: image2.wmf]U

），交（
[image: image3.wmf]I

）

另外，集合的“和”（＋）：并不是严格意义上集合的运算，因为它限定了集合中元素须有可加性。

★数域：一种数集，对四则运算封闭（除数不为零）。比如有理数域、实数域（R）和复数域（C）。实数域和复数域是工程上较常用的两个数域。

线性空间是线性代数最基本的概念之一，也是学习现代矩阵论的重要基础。

1．线性空间的定义：

设
[image: image4.wmf]V

是一个非空集合，其元素用
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是一个数域，其元素用
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满足[如下8条性质，分两类]:

（I）在
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中定义一个“加法”运算，即当
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（封闭性），且加法运算满足下列性质:

（1）结合律   
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（2）交换律   
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（3）零元律   存在零元素
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，使
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（4）负元律   对于任一元素
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的负元素，记为
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（II）在
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中定义一个“数乘”运算，即当
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（封闭性），且数乘运算满足下列性质:

（5）数因子分配律    
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（6）分配律          
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（7）结合律          
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（8）恒等律          
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；    [数域中一定有
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]
则称
[image: image31.wmf]V

为数域
[image: image32.wmf]K

上的线性空间。

注意以下几点：

1）线性空间是基于一定数域来的。同一个集合，对于不同数域，就可能构成不同的线性空间，甚至对有的数域能构成线性空间，而对其他数域不能构成线性空间。

2）两种运算、八条性质。数域
[image: image33.wmf]K

中的运算是具体的四则运算，而
[image: image34.wmf]V

中所定义的加法运算和数乘运算则是抽象的、形式的。

3）除了两种运算和八条性质外，还应注意唯一性、封闭性是否满足。

当数域
[image: image35.wmf]K

为实数域时， 
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就称为实线性空间； 
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为复数域， 
[image: image38.wmf]V

就称为复线性空间。

2．定理：线性空间具有如下性质

零元素是唯一的，任一元素的负元素也是唯一的。

如下恒等式成立： 
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3．线性相关性

 线性空间中相关性概念与线性代数中向量组线性相关性概念类似。

•线性组合：
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称为元素组
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的一个线性组合。

•线性表示：
[image: image44.wmf]V

中某个元素
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可表示为其中某个元素组的线性组合，则称
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可由该元素组线性表示。

•线性相关性：如果存在一组不全为零的数
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则称元素组
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线性相关，否则称其线性无关。线性相关性概念是个非常重要的概念，有了线性相关性才有下面的线性空间的维数、基和坐标。

4．线性空间的维数

定义：线性空间
[image: image51.wmf]V

中最大线性无关元素组所含元素个数称为
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的维数，记为
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dim

。

本课程只考虑有限维情况，对于无限维情况不涉及 。

线性空间的基与坐标

基的定义：设
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是数域
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上的线性空间，
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个任意元素，如果它满足

（1）
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线性无关；

（2）
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中任一向量
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均可由
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线性表示。

则称
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的一个基，并称
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为该基的基元素。

•基正是
[image: image66.wmf]V

中最大线性无关元素组；
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的维数正是基中所含元素的个数。

•基是不唯一的，但不同的基所含元素个数相等。

坐标的定义：称线性空间
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的一个坐标系，
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则称
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在该坐标系中的坐标或分量，记为
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讨论：（1）一般来说，线性空间及其元素是抽象的对象，不同空间的元素完全可以具有千差万别的类别及性质。但坐标表示却把它们统一了起来，坐标表示把这种差别留给了基和基元素，由坐标所组成的新向量仅由数域中的数表示出来。

（2）更进一步，原本抽象的“加法”及 “数乘”经过坐标表示就演化为向量加法及数对向量的数乘。

基变换与坐标变换

基是不唯一的，因此，需要研究基改变时坐标变换的规律。

设
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即     
[image: image81.wmf][

]

[

]

[

]

C

x

x

x

c

c

c

c

c

c

c

c

c

x

x

x

y

y

y

n

nn

n

n

n

n

n

n

,

,

,

,

,

,

2

1

2

1

2

22

21

1

12

11

2

1

2

1

L

L

M

O

M

M

L

L

L

L

=

ú

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ê

ë

é

=


其中
[image: image82.wmf]C

称为过渡矩阵，上式就给出了基变换关系，可以证明，
[image: image83.wmf]C

是可逆的。

设
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它在新基下的线性表示为
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则         
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由于基元素的线性无关性，得到坐标变换关系
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四、线性子空间的定义及其性质

定义：设
[image: image89.wmf]1

V

是数域
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上的线性空间
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的一个非空子集合，且对
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已有的线性运算满足以下条件

如果
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则称
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是
[image: image99.wmf]V

的一个线性子空间或子空间。 

性质：（1）线性子空间
[image: image100.wmf]1
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与线性空间
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享有共同的零元素；

        （2）
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中元素的负元素仍在
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中。

分类：子空间可分为平凡子空间和非平凡子空间

平凡子空间：{0}和
[image: image104.wmf]V

本身

非平凡子空间：除以上两类子空间

4. 生成子空间：设
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为
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中的元素，它们的所有线性组合的集合
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也是
[image: image108.wmf]V

的线性子空间，称为由
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5. 基扩定理：设
[image: image114.wmf]1
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是数域
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上的线性空间
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[image: image120.wmf]m
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五、子空间的交与和

1.定义：设
[image: image129.wmf]1
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、
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是线性空间
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的两个子空间，则
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分别称为
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和
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的交与和。
2.定理：若
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是线性空间
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的子空间

六、子空间的直和

1. 定义：设
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、
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是线性空间
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子空间的直和并不是一种特殊的和，仍然是
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反映的是两个子空间的关系特殊。

2. 定理：如下四种表述等价

        （1）
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第二节  线性变换及矩阵

一、线性变换及其运算

定义：设
[image: image166.wmf]V

是数域
[image: image167.wmf]K

上的线性空间，
[image: image168.wmf]T

是
[image: image169.wmf]V

到自身的一个映射，使得对于
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中的任意元素
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均存在唯一的
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与之对应，则称
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在变换
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下的象，
[image: image179.wmf]x
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的原象。

  若变化
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还满足
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称T为线性变换。

2. 性质

线性变换把零元素仍变为零元素

负元素的象为原来元素的象的负元素

线性变换把线性相关的元素组仍变为线性相关的元素组

3. 线性变换的运算

恒等变换
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零变换
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变换的相等：
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线性变换的数乘
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负变换：
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线性变换的乘积
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逆变换
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线性变换的多项式：
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image216.wmf]
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需要说明的是：

1）
[image: image218.wmf]e

T

也称为单位变换，它的矩阵表示为单位矩阵
[image: image219.wmf]I

；

2）
[image: image220.wmf]0

T

对应的矩阵表示为零矩阵；

3）和矩阵的乘积一样，线性变换的乘积不满足交换律；

4）不是所有的变换都具有逆变换，只有满秩变换才有逆变换，
[image: image221.wmf]e
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；

5）恒等变换、零变换、线性变换的和、乘积多项式及逆变换（若存在）均为线性变换。

二、线性变换的矩阵表示

线性变换用矩阵表示，将抽象的线性变换转化为具体的矩阵形式。

设
[image: image222.wmf]T

是线性空间
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的一个线性变换，且
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因此，要确定线性变换
[image: image232.wmf]T

，只需确定基元素在该变换下的象就可以了。
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对于任意元素
[image: image235.wmf]x

，在该基下，变换后
[image: image236.wmf]Tx

的坐标表示为
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对比可知：
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定义：把
[image: image242.wmf]A

称为
[image: image243.wmf]T

在基
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定理：设
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推论1. 设
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推论2. 设线性变换
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3.相似矩阵

设
[image: image273.wmf]T

在
[image: image274.wmf]n

V

的两个基
[image: image275.wmf]{

}

n

x

x

x

,

,

,

2

1

L

及
[image: image276.wmf]{

}

'

'

2

'

1

,

,

,

n

x

x

x

L

的矩阵分别为
[image: image277.wmf]A

和
[image: image278.wmf]B

，且
[image: image279.wmf][

]

[

]

C

x

x

x

x

x

x

n

n

,

,

,

,

,

,

2

1

'

'

2

'

1

L

L

=

，则
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即
[image: image281.wmf]A

和
[image: image282.wmf]B

为相似矩阵。

定理：
[image: image283.wmf]n

阶方阵
[image: image284.wmf]A

和
[image: image285.wmf]B

相似的充要条件是
[image: image286.wmf]A

和
[image: image287.wmf]B

为同一线性变换在不同基下的矩阵。

三、线性变换及矩阵的值域和核

定义：设
[image: image288.wmf]T

是线性空间
[image: image289.wmf]n

V

的线性变换，称

         
[image: image290.wmf]{
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为
[image: image291.wmf]T

的值域；

         
[image: image292.wmf]{

}

n

()|V,0

NTxxTx

=Î=

称为
[image: image293.wmf]T

的核。


[image: image294.wmf]()
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和
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NT

均为
[image: image296.wmf]n
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的子空间。

设
[image: image297.wmf]A

为
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为矩阵
[image: image300.wmf]A

的值域；
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为
[image: image302.wmf]A

的核。


[image: image303.wmf]dim

R(T)

、
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N(T)

称为
[image: image305.wmf]T

的秩和零度；


[image: image306.wmf]dim

R(A)

、
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N(A)

称为
[image: image308.wmf]A

的秩和零度。

定理：（1）
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        （2）
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        （3）
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，
[image: image312.wmf]n

为
[image: image313.wmf]A

的列数。

若
[image: image314.wmf]A

是线性变换
[image: image315.wmf]T

的矩阵，则
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，
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第三节 两个特殊的线性空间
内积空间

1. Euclid空间

设
[image: image318.wmf]V

是实线性空间（
[image: image319.wmf]R

k

Î

），对于
[image: image320.wmf]V

中任何两个元素
[image: image321.wmf]x

、
[image: image322.wmf]y

均按某一规则

存在一个实数与之对应，记为
[image: image323.wmf](
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（1）交换律 
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(3)齐次律  
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（4）非负性 
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则称
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为
[image: image331.wmf]x

与
[image: image332.wmf]y

的内积，定义了内积的实线性空间称为Euclid空间。

2. 酉空间：

设
[image: image333.wmf]V

是复线性空间（
[image: image334.wmf]C
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），对于
[image: image335.wmf]V

中任何两个元素
[image: image336.wmf]x

、
[image: image337.wmf]y

均按某一规则

存在一个复数与之对应，记为
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（3）齐次律  
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（4）非负性 
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则称
[image: image346.wmf](
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为
[image: image347.wmf]x

与
[image: image348.wmf]y

的内积，定义了内积的复线性空间称为酉空间。

3. 正交性：若
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[image: image350.wmf]x

与
[image: image351.wmf]y

正交。

        
[image: image352.wmf]x

与
[image: image353.wmf]y

的夹角：
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，
[image: image355.wmf]a

称为
[image: image356.wmf]x

与
[image: image357.wmf]y

的夹角。

4. Gram-Schmidt正交化手续

设
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为一组线性无关的元素或向量，可以进行如下正交归一化操作（正交规范化或正交单位化）：

1°
[image: image359.wmf]1

1

1

||

x

y

x

=


2°
[image: image360.wmf]22211

xxky

¢

=+

   选择合适的
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 选择
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一般的，
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成为一组正交归一化向量：
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若
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为一组基元素，则
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成为标准正交基。

7.2 教学单元二 范数理论及其应用  （6学时）

教学目标
    了解向量范数的概念。掌握几种常用的向量范数。理解范数等价的定义。了解矩阵范数的概念。掌握几种常用的矩阵范数。了解矩阵的谱半径及其性质。了解矩阵序列与极限的概念。了解矩阵的幂级数并掌握敛散性的基本判别方法。
教学内容
·第一节 向量范数及其性质
·第二节 矩阵的范数
·第三节 范数的一些应用
  ·重点内容：矩阵范数

教学方法

    本课程的所有授课内容，均使用多媒体教学方式，教案采用PowerPoint编写，教师使用计算机、投影仪、视频展台授课。
教学过程

  一、向量范数

定义1．1  设V是数域
[image: image387.wmf]()
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上的线性空间，如果对于任意
[image: image388.wmf]V

Î
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按照某种法则对应于一个实数
[image: image389.wmf]x

，且满足：

非负性       
[image: image390.wmf]0
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.当且仅当
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齐次性       
[image: image393.wmf]kk
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三角不等式   对任意
[image: image394.wmf],
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总有，
[image: image395.wmf]+£+
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则称实数
[image: image396.wmf]x

为线性空间V上向量
[image: image397.wmf]x

的范数.简称向量范数.定义了范数的线性空间V称为赋范线性空间.

由定义1.1可以看出，向量范数是定义在线性空间上的非负实值函数，它具有下列性质：

当
[image: image398.wmf]¹
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对任意向量
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定理1 （1）对任意
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           （2）对任意的
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 下图从左至右依次给出了在1-范数，2-范数和
[image: image409.wmf]¥

-范数下，平面上的单位圆（一维单位球面）

[image: image410.png]



一般地，我们将赋范线性空间V中范数为1的向量的集合称为单位球面，范数小于等于1的向量的集合称为单位球。

赋范线性空间V中的单位球与单位球面具有重要意义，因为在几何上，他们相当于实数轴上的单位闭区间或其端点，相当于平面上的单位圆盘或单位圆周，以及空间中的单位球或单位球面。因此它们都是有界闭集（更精确地，是紧集）。从数学分析课程中我们知道，连续函数在有界闭集上一定有最大值与最小值。研究赋范线性空间V中的连续函数或变换（算子）的一个重要技巧是设法将函数的定义域限制或转移到单位球或单位球面上。

定义1。2   设
[image: image411.wmf]||||
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与
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是n维线性空间V的任意两种向量范数，若存在两个与向量
[image: image413.wmf]x

无关的正常数
[image: image414.wmf]12
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，使得对V中所有向量
[image: image415.wmf]x

，都有下面不等式成立.


[image: image416.wmf]12
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则称范数
[image: image417.wmf]||||
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与范数
[image: image418.wmf]||||
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b

是等价的。

定理1．3   设
[image: image419.wmf]||||

×
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与
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是有限维线性空间V的任意两种向量范数，则范数
[image: image421.wmf]||||
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与范数
[image: image422.wmf]||||
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是等价的。

二、矩阵范数

1  矩阵范数的概念与性质

定义2．1  对任意
[image: image423.wmf]mn
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，按照某种法则在
[image: image424.wmf]mn
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上定义了一个实值函数
[image: image425.wmf]A

，它满足以下四个条件：

非负性：      
[image: image426.wmf]0
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，当且仅当
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时，
[image: image428.wmf]0
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齐次性：      
[image: image429.wmf]kk
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三角不等式：  对任意
[image: image430.wmf],
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，
[image: image431.wmf]+£+

ABAB

；

相容性：      当矩阵乘积AB有意义时，有
[image: image432.wmf]||||||||||||
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则称实数
[image: image433.wmf]A

为矩阵
[image: image434.wmf]A

范数.

定理    
[image: image435.wmf]mn
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C

上任意两个矩阵范数是等价的.

这个定理的证明与向量范数等价性的证明完全类似.

2  F-范数的性质

定理2.1  设
[image: image436.wmf]C

是复数域，A为
[image: image437.wmf]mn
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中的任意n阶矩阵，若将A按列分块为
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其中
[image: image440.wmf]k

a

为矩阵A的第k列.

   定理2.2  设A为
[image: image441.wmf]mn
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中的任意m×n矩阵，则有


[image: image442.wmf]1

H

2

||||tr()

F

éù

=

ëû

AAA

.

其中
[image: image443.wmf]H
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表示矩阵
[image: image444.wmf]H

AA

的迹，也就是
[image: image445.wmf]H

AA

的主对角线上元素的和。

定理2.3  设A为
[image: image446.wmf]mn
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中的任意m×n矩阵，
[image: image447.wmf],
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是m阶酉矩阵与n阶酉矩阵，则有
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定理2.4  设A为
[image: image449.wmf]mn
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中的任意m×n矩阵，则有
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其中
[image: image451.wmf]12
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表示矩阵
[image: image452.wmf]A

的奇异值，且
[image: image453.wmf]121
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  3  矩阵的算子范数

前面我们讨论了向量范数与矩阵范数的概念及性质，但在实际应用中，m×n矩阵和n维向量常常以乘积形式出现，往往矩阵和向量是掺杂在一起的，由于一个m×n矩阵与一个n维向量的乘积仍是一个n维向量.因此，我们应该注意矩阵范数与相应的向量范数之间的关系，并建立它们之间的联系，这就是下面将要介绍的矩阵范数与向量范数的相容性问题.

定义2．2  设
[image: image454.wmf],
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，如果对于取定的向量范数
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和矩阵范数
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满足下列不等式
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则称向量范数
[image: image458.wmf]||||

x

a

与矩阵范数
[image: image459.wmf]||||
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b

是相容的.

  定理2.5  设
[image: image460.wmf]||||

×

是
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上的一个向量范数，A为
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中的任意m×n矩阵，则实值函数
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是
[image: image464.wmf]mn
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上的一个矩阵范数，且与已知的向量范数
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相容.

定义2.3   设
[image: image466.wmf]||||
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是
[image: image467.wmf]n
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上的一个向量范数，A为
[image: image468.wmf]mn
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中的任意m×n矩阵，则
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上的矩阵范数
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称为由向量范数
[image: image471.wmf]||||

×

诱导出的矩阵算子范数，简称算子范数；有时也称作从属于向量范数
[image: image472.wmf]||||
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的矩阵范数.

定理2.6  设
[image: image473.wmf]()
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 .则从属于向量x的三种范数
[image: image475.wmf]12
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的算子范数依次为

（I）
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（也称为列和范数）；

（II）
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（也称为行和范数）；

（III）
[image: image478.wmf]H
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的最大奇异值（也称为谱范数）.

其中
[image: image479.wmf]H
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是矩阵
[image: image480.wmf]H
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特征值绝对值的最大值.

三、矩阵的谱半径及其性质

定义3.1  设
[image: image481.wmf]nn
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，
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是矩阵A的特征值，则称
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为A的谱半径.记为
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谱半径的几何意义为：以原点为圆心，包含A的全部特征值的圆半径中最小的一个.

定理3.1  对任意矩阵
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上的任一矩阵范数
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即A的谱半径不会超过A的任何一种范数。
定理3.2  设
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定理3.3   设
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，对任意的正数
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，存在某种矩阵范数
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7.3教学单元三 矩阵的Jordan标准形 （8学时）
教学目标

    了解多项式矩阵及其初等变换。理解Smith标准形及不变因子。掌握用初等变换的方法化为Smith标准形。理解行列因子，初等因子及相关理论。掌握写出矩阵的Jordan标准形的方法及求出相应的相似变换矩阵的方法。
教学内容

·第一节 多项式矩阵基本概念
·第二节 多项式矩阵矩阵Smith标准形的存在性唯一性
·第三节 初等因子和矩阵的相似
·第四节 数字矩阵的相似与多项式矩阵的等价
·第五节 矩阵的Jordan标准形
·第六节 Jordan标准形的某些应用
       ·重点内容：矩阵的Jordan标准形

教学方法

   本课程的所有授课内容，均使用多媒体教学方式，教案采用PowerPoint编写，教师使用计算机、投影仪、视频展台授课。
教学过程

一、正规矩阵

1. 实对称矩阵与厄米矩阵

实对称矩阵：实矩阵
[image: image496.wmf]A

   
[image: image497.wmf]T
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厄米矩阵：复矩阵
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实反对称矩阵：实矩阵
[image: image500.wmf]A

   
[image: image501.wmf]T

AA

=-


反厄米矩阵：复矩阵
[image: image502.wmf]A
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2. 正交矩阵和酉矩阵

正交矩阵：实矩阵
[image: image504.wmf]A
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酉矩阵：复矩阵
[image: image507.wmf]A
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3. 正交相似变换和酉相似变换


[image: image510.wmf]P

为正交矩阵，
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为实矩阵，
[image: image512.wmf]1
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为对
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的正交相似变换；


[image: image514.wmf]P

为酉矩阵，
[image: image515.wmf]A

为复矩阵，
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为对
[image: image517.wmf]A

的酉相似变换。

4. 正规矩阵

实矩阵
[image: image518.wmf]A

，若满足
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，则
[image: image520.wmf]A

为实正规矩阵；

复矩阵
[image: image521.wmf]A

，若满足
[image: image522.wmf]HH
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，则
[image: image523.wmf]A

为复正规矩阵。

  显然，实对称矩阵、实反对称矩阵、正交矩阵均为实正规矩阵；

        厄米矩阵、反厄米矩阵、酉矩阵均为复正规矩阵。

5. 相似矩阵具有相同的特征多项式
[image: image524.wmf]®

相同的特征值、迹、行列式。
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二、酉对角化

Schur引理：设数
[image: image527.wmf]n
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是
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阶方阵
[image: image529.wmf]A

的特征值，则存在酉矩阵
[image: image530.wmf]U

，使
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定理：
[image: image532.wmf]n

阶方阵
[image: image533.wmf]A

，酉相似于对角阵的充要条件是：
[image: image534.wmf]A

为正规阵（实或复）。

说明：（1）不能酉对角化的矩阵仍有可能采用其它可逆变换将其对角化，例如
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[image: image538.wmf]A

不是正规矩阵

但
[image: image539.wmf]()1,3
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，两个特征值互异，可以相似变换对角化。可见，
[image: image540.wmf]A

可以对角化，但不能酉对角化。

（2）实正规矩阵一般不能通过正交相似变换对角化。（若特征值全为实数，则可正交相似对角化）

如
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  ，特征值为
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 正规阵，但不可能对角化。

不能对角化的矩阵一定具有多重特征值，对于不能对角化的矩阵也希望找到某种标准形式，使之尽量接近对角化的形式——Jordan标准形。

三、Jordan标准形

Jordan标准形的存在定理

任何方阵
[image: image544.wmf]A

均可通过某一相似变换化为如下Jordan标准形：
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其中 
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称为Jordan块矩阵。
[image: image547.wmf]s

l

l

l

,

,

,

2

1

L

为
[image: image548.wmf]A

的特征值，可以是多重的。

说明：（1）
[image: image549.wmf]()
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中的特征值全为
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，但是对于不同的
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、
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，有可能
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，即多重特征值可能对应多个Jordan块矩阵。

     （2）Jordan标准形是唯一的，这种唯一性是指：各Jordan块矩阵的阶数和对应的特征值是唯一的，但是各Jordan块矩阵的位置可以变化。

2. 多项式矩阵（又称为
[image: image554.wmf]l

阵）
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称为
[image: image556.wmf]l

的多项式矩阵，其中矩阵元素
[image: image557.wmf]()
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为
[image: image558.wmf]l

的多项式。
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多项式矩阵的初等变换

初等变换的目的是为了在保持矩阵原有属性的前提下形式上变得简单。

互换两行（列）

以非零常数乘以某行（列）  [这里不能乘以
[image: image560.wmf]l

的多项式或零，这样有可能改变原来矩阵的秩和属性]

将某行（列）乘以
[image: image561.wmf]l

的多项式加到另一行（列）

  
[image: image562.wmf]·

多项式矩阵的标准形式：采用初等变换可将多项式矩阵化为如下形式：
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其中，多项式
[image: image564.wmf](
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是首一多项式（首项系数为1，即最高幂次项的系数为1），且
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的因式。

多项式矩阵的标准形式不随所采用的初等变换而变，故称
[image: image571.wmf](
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为不变因子。

不变因子又可采用如下方法求得：设
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阶子行列式的最大公因式，则
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称为
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阶行列式因子。

将每个不变因子化为不可约因式，这些不可约因式称为
[image: image579.wmf](
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的初等因子，全体初等因子称为初等因子组。例如:
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初等因子组中应包括两个
[image: image582.wmf]2
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Jordan标准形的求法

求出特征矩阵
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的初等因子组，设为
[image: image584.wmf](

)

1

1

m

ll

-

、
[image: image585.wmf](

)

2

2

m

ll

-

、
[image: image586.wmf]L

、
[image: image587.wmf](

)

s

m

s

ll

-

。

写出各Jordan块矩阵（一个初等因子对应一个Jordan块矩阵）
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合成Jordan矩阵： 
[image: image589.wmf]ú

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ê

ë

é

=

s

J

J

J

J

0

0

2

1

O


四、Jordon标准形变换矩阵的求法
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将P按J的结构写成列块的形式
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 EMBED Equation.3  [image: image596.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image597.wmf][

]

[

]

ú

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ê

ë

é

=

r

r

r

J

J

J

P

P

P

P

P

P

A

O

L

L

2

1

2

1

2

1



[image: image598.wmf]®
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求解r个矩阵方程
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五、 Jordan标准形的幂及多项式
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[image: image608.wmf]k
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亦为类似的上三角形条带矩阵,在与主对角线平行的斜线上各元素相等. 其中
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第一行的元素依次为
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设有多项式
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又       
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这就是说, 
[image: image619.wmf]()
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仍为上三角矩阵, 在与主对角线平行的斜线上各元素均相等, 而其第一行元素依次为


[image: image620.wmf](1)

'(2)

11

()()()...()

2!(1)!

i

m

iiii

i

ffff

m

llll

-

-

 （无论
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是否大于
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若
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计算十分方便,无需再采用矩阵乘积.

7.4教学单元四 矩阵的分解（12学时）

教学目标：

 会求矩阵的三角分解和UR分解；  

2. 会求矩阵的满秩分解和单纯矩阵的谱分解;  

3. 了解矩阵的奇异值和极分解。 

教学内容
·第一节 Gauss消去法与矩阵的三角分
·第二节 矩阵的QR分解
·第三节 矩阵的满秩分解
·第四节 矩阵的奇异值分解
重点内容：矩阵的QR分解、矩阵的奇异值分解
教学方法

    本课程的所有授课内容，均使用多媒体教学方式，教案采用PowerPoint编写，教师使用计算机、投影仪、视频展台授课。

教学过程  
一、 Gauss消元法的矩阵形式

 n元线性方程组
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并构造Frobenius矩阵
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计算可得
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直到第（n－1）步，得到
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     则完成了消元的过程

而消元法能进行下去的条件是
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二、 LU分解与LDU分解
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  为下三角矩阵
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以上将A分解成一个单位下三角矩阵与上三角矩阵的乘积，就称为LU分解或LR分解。

LU分解不唯一，显然，令D为对角元素不为零的n阶对角阵，则
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可以采用如下的方法将分解完全确定，即要求

L为单位下三角矩阵 或

U为单位上三角矩阵 或

将A分解为LDU，其中L，U分别为单位下三角，单位上三角矩阵，D为对角阵
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n个顺序主子式全不为零的条件实际上是比较严格的，特别是在数值计算中，
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中选取模最大者作为新的
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中选取模最大者作为新的
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）。之所以这样做，其理论基础在于对于任何可逆矩阵A，存在置换矩阵P使得PA的所有顺序主子式全不为零。

列主元素法：在矩阵的某列中选取模值最大者作为新的对角元素，选取范围为对角线元素以下的各元素。比如第一步：找第一个未知数前的系数
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行主元素法：在矩阵的某行中选取模值最大者作为新的对角元素，选取范围为对角线元素以后的各元素，需要记住未知数变换的顺序，最后再还原回去。因此需要更多的存储空间，不如列主元素法方便。

全主元素法：若某列元素均较小或某行元素均较小时，可在各行各列中选取模值最大者作为对角元素。与以上两种方法相比，其计算稳定性更好，精度更高，计算量增大。
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三、其他三角分解

1. 定义 设A具有唯一的LDU分解

若将D，U结合起来得
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2. 算法

Crout分解，设
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（5）一般地，对A,
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（6） 对A，U的第k行运算，有
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直至最后，得到的
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    先算列后算行

3. 厄米正定矩阵的Cholesky分解
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理论上，Cholesky具有中间量
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好处，应较稳健，但实际计算中发现，对希尔伯特矩阵问题，不如全主元方法。

第二节 矩阵的QR分解

一．Givens矩阵与Givens变换

定义：设实数c与s满足
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为Givens矩阵（初等旋转矩阵），也记作
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。由Givens矩阵所确定的线性变换称为Givens变换（初等旋转变换）。

说明：（1）实数
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 确定的正是平面直角坐标系中绕原点的一个旋转变换（旋转
[image: image719.wmf]q

度）。

（3）以上实Givens矩阵也可推广称为复初等旋转矩阵。
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其中c与s仍为满足
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2. 性质
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    定理1. 设
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推论：对于任何非零列向量
[image: image745.wmf]n

xR

Î

及任何单位列向量
[image: image746.wmf]z(z1)

=
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二 、Householder矩阵与Householder变换
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   平面直角坐标系中，将向量
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一般地，可将其推广

1. 定义：设单位列向量
[image: image752.wmf]n
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为Householder矩阵（初等反射矩阵），由Householder矩阵所确定的线性变换（
[image: image754.wmf]yHx
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）称为Householder变换

2 . 性质

（1）
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为证明第5条，可利用如下引理。

引理：设
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定理2. 对于任何非零列向量
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，存在Householder矩阵H，使得
[image: image764.wmf]Hxxz

=

。

定理3. 初等旋转矩阵（Givens矩阵）是两个初等反射矩阵的乘积。

我们这里主要是给出一种几何解释。
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从表明上看，似乎一种反射变换即可代替旋转变换。实际上是不对的，因为这样的反射变换对应的对称轴沿
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实际上，旋转变换可由这样两次反射变换的作用来代替。

首先，关于沿
[image: image769.wmf](
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对称轴作反射变换，则原向量沿
[image: image770.wmf]1

q
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其次，关于沿
[image: image773.wmf](
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对称轴作反射变换，则向量反射至
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正是原向量沿
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方向转
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的结果。
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旋转变换可用两个反射变换的连续作用来代替，即
[image: image778.wmf]ijvu
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。但是反射变换却不可能用多个旋转变换的连续作用来代替。这是因为
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三、 QR分解

1. 定义：如果实（复）矩阵A可化为正交（酉）矩阵Q与实（复）上三角矩阵R的乘积，即
[image: image780.wmf]AQR
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，则称上式为A的QR分解。

2. 定理：设A是n阶的非奇异矩阵，则存在正交（酉）矩阵Q与实（复）上三角矩阵R使得
[image: image781.wmf]AQR
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，且除去相差一个对角元素的绝对值（模）全为1的对角因子外，上述分解唯一。

定理5： 设A是
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的实（复）矩阵，且其n个列线性无关，则A具有分解
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。其中Q是
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阶实（复）矩阵，且满足
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，R是n阶实（复）非奇异上三角矩阵。除了相差一个对角元素的绝对值（模）全为1的对角阵因子外，上述分解唯一。

3. 求QR分解的方法

[方法一]采用Givens方法

   将n阶非奇异矩阵A写为
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令
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其中，R为上三角矩阵，Q=
[image: image800.wmf]1
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为正交矩阵

[方法二]采用Householde方法
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令
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为正交矩阵

以上两种方法中的前一种方法可推广到复矩阵的情况。

3. Gram-schmidt正交归一化方法
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改写：
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第三节  满秩分解与奇异值分解

一、矩阵的满秩分解

1. 定义：设
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，则称其为
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的一个满秩分解。

说明：（1）
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为列满秩矩阵，即列数等于秩；
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为行满秩矩阵，即行数等于秩。

（2）满秩分解不唯一。
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2. 存在性定理：任何非零矩阵均存在满秩矩阵

3. Hermite标准形（行阶梯标准形）

设
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行中每一行至少含一个非零元素（称为非零行），且第一个非零元素为1，而后
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为Hermite标准形。

4. 满秩分解的一种求法

设
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为Hermite标准形定义中给出的形状；

选取置换矩阵
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为Hermite标准形中每行第一个非零元素（即1）所在的列数；
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[image: image870.wmf]P

为置换矩阵即可（
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  （3）令
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二、酉对角分解与奇异值分解

1. 厄米矩阵的谱分解
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将
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2. 非奇异矩阵的酉对角分解

定理：设
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3. 一般矩阵的奇异值分解

定理：设
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8．课程要求

     本课程要求学生从理论上掌握矩阵的相关理论，会证明简单的一些命题和结论，从而培养逻辑思维能力。要求掌握一些有关矩阵计算的方法，如各种标准型、矩阵函数等，为今后在相关专业中实际应用打好基础。 

9．课程考核

9.1出勤（迟到、早退等）、作业、报告等的要求

迟到、早退扣去两分，作业没有按时交扣去一分，报告没交的扣去一分。

9.2成绩的构成与评分规则说明 

平时成绩60%，期末成绩40%
9.3考试形式及说明 

为考查课，总成绩由平时成绩加考试成绩。

10．学术诚信

10.1考试违规与作弊处理

10.2杜撰数据、信息处理等

10.3学术剽窃处理等

11．课堂规范

11.1课堂纪律

课堂保持安静，不得随意讲话，有什么紧急事情举手示意。
11.2课堂礼仪

端正认真的坐在座位上，不得四处张望，交头接耳。

12．课程资源

12.1教材与参考书

程云鹏 张凯院 徐仲，《矩阵论（第3版）》，西北工业大学出版社， 2006年
12.2专业学术著作

“Matrix Analysis”, Roger A. Horn 机械工业出版社影印版
12.3专业刊物

12.4网络课程资源

网易公开课
12.5课外阅读资源

1、张贤达，《矩阵分析与应用》，清华大学出版社，2008年。
2、杨明 刘先忠，《矩阵论》，| 华中科技大学出版社，2003年。
13．教学合约

13.1阅读课程实施大纲，理解其内容

13.2同意遵守课程实施大纲中阐述的标准和期望

14．其他说明
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