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1. 教学理念

    最优化是从所有可能方案中选择最合理的方案以达到最优目标的学科，是随着计算机的普遍应用而发展起来的，它已广泛应用于各个领域。

    通过这门课程的学习，使学生掌握整体优化的基本思想，培养学生的逻辑思维能力和创新素质；使学生掌握运筹学的工作步骤，培养学生运用模型和算法并借助计算机手段解决实际问题的能力；使学生了解本领域的发展动态。 

    通过这门课程的学习，使学生获得系统最优化的基本知识、必要的基础理论和常用的思维方式及运算方法，培养学生的分析思维能力和比较熟练的运算能力，为提高学生的基本素质和后继课程的学习以及进一步扩大应用数学知识解决实际问题奠定良好的基础。

2. 课程介绍

    最优化方法是近代应用数学的一个新的分支，广泛应用于工程技术、科学研究和经济管理等诸多领域。它主要研究在一定的限制条件下，对若干可供选择的决策方案作出最满意的决策去完成所要完成的任务。它的主要内容就是寻求最满意的决策的方法，建立这些方法所依据的理论以及如何在计算机上实现这些方法。

    本课程包含最优化问题的总论和数学基础、一维搜索法、常用无约束最优化方法、常用约束最优化方法以及最优化程序设计的一般方法。


本课程从工程应用角度出发，详细介绍了各种常用最优化方法及其理论基础，结合实例具体介绍了从优化数学模型的建立到优化算法的形成，算法的程序实现、算法的选择及一些实际经验与技巧。

3. 教师简介

    张先君 讲师，理学硕士。2006年毕业于重庆大学理学院数学与应用数学专业 理学硕士 ，2006年四川理工学院参加工作，2008年讲师 ，自参加工作以来，率领学生参加全国大学生数学建模竞赛多次获奖；研究方向 最优化 运筹学 数学建模

4. 先修课程

数学分析（高等数学）  高等代数（线性代数）  数学实验
5．课程目标

    最优化方法是近代应用数学的一个新的分支，广泛应用于工程技术、科学研究和经济管理等诸多领域。它主要研究在一定的限制条件下，对若干可供选择的决策方案作出最满意的决策去完成所要完成的任务。它的主要内容就是寻求最满意的决策的方法，建立这些方法所依据的理论以及如何在计算机上实现这些方法。

本课程包含最优化问题的总论和数学基础、一维搜索法、常用无约束最优化方法、常用约束最优化方法以及最优化程序设计的一般方法。


本课程从工程应用角度出发，详细介绍了各种常用最优化方法及其理论基础，结合实例具体介绍了从优化数学模型的建立到优化算法的形成，算法的程序实现、算法的选择及一些实际经验与技巧。

本课程面向理工科大学试图把最优化技术与计算机技术结合起来融为一体，讲授上突出对优化模型的建立思想，优化算法的形成过程，强调概念和方法的论述以及方法与应用的有机结合。

6．课程内容

第1章  基本概念 （10学时）
最优化问题简介，主要讲授优化数学模型的建立，最优化算法的一般形成思想以及迭代解法等。最优化问题的数学基础，主要讲授优化算法以及优化理论所需要用到的数学基础。凸集和凸函数，最优性条件，最优性方法概述
第2章  线性规划  （12学时）
基本性质，单纯形方法，线性规划的对偶与对偶单纯形法，线性规划的内点算法。

第3章  线性搜索与信赖域方法 （14学时）
主要讲授在寻优的过程中如何确定最优步长以及常用的几种一维搜索算法的形成。线性搜索，0.618法和Fibonacci 法，逐次插值逼近法，精确线性搜索方法的收敛性，不精确线性搜索方法，信赖域方法的思想和算法框架，信赖域方法的收敛性，解信赖域子问题。
第4章  无约束最优化方法 （12学时）
常用无约束最优化方法，主要讲授无约束优化算法中常用的几种无约束算法的形成。最速下降法，牛顿法，共轭梯度法，拟牛顿法。
第5章  线性与非线性最小二乘问题 （8学时）
约束问题的最优性条件，主要介绍约束优化问题在最优点应满足什么条件，反之满足什么条件的点是最优点。线性最小二乘问题的解法，非线性最小二乘的Gauss-Newton法，信赖域方法，对Gauss-Newton矩阵的拟牛顿修正。

第6章  二次规划  （4学时）
研究二次规划的理论与算法，二次规划，等式约束二次规划问题，凸二次规划的有效集方法，小结。

第7章  约束最优化的理论与方法 （2学时）
常用约束最优化方法，本章介绍约束优化问题的二种解法直接法和间接法。最优化问题程序设计方法，本章介绍优化模型建立的一般步骤、编程方法、算法选择标准以及应用实例。约束最优化问题与最优性条件，二次罚函数方法，内点障碍罚函数法。

总复习2学时
7.课程实施

7.1教学单元一  基本概念（10学时）
教学目标

（1）了解最优化问题的模型及分类；了解最优化的基本术语。

（2）理解最优化的概念；掌握经典最优化中两种类型的问题--无约束极值问题、具有等式约束的极值问题的求解方法；

（3）掌握向量函数微分学的有关知识；

（4）理解凸集的概念并掌握其性质；理解凸函数的概念及性质，掌握凸函数的判别方法；理解凸规划的概念及基本性质。

（5）理解无约束最优化问题的最优性条件；理解不等式约束最优化问题的最优性条件；

（6）了解下降迭代算法的基本格式；了解迭代算法收敛性与收敛速度的概念；了解迭代算法的实用终止准则。

教学内容

最优化问题简介，主要讲授优化数学模型的建立，最优化算法的一般形成思想以及迭代解法等。最优化问题的数学基础，主要讲授优化算法以及优化理论所需要用到的数学基础。凸集和凸函数，最优性条件，最优性方法概述。

教学重点及难点：

（1）教学重点：向量函数微分学的有关知识。凸规划的基本性质。无约束最优化问题的最优性条件。下降迭代算法的基本格式。

（2）教学难点：向量函数微分学的有关知识。一般约束最优化问题的最优性条件。下降迭代算法的基本格式。

教学方法

本单元主要采用任务驱动和程序式思维相结合的教学方法，过程当中辅以案例讲解、启发提问、自主学习和协作学习等方式。任务驱动是实现本课教学目标和完成教学内容的主要方法，任务是师生活动内容的核心，在教学过程中，任务驱动被多次利用。自主学习能提高学生的自主探究能力，竞赛和协作学习调动学生的积极性，激发学生参与的热情。学生之间互帮互助，共同分享劳动果实，从而激发了学生的团队意识，达到理想的教学效果。                      
教学过程

第一讲 最优化问题简介

最优化问题的一般形式

给定目标函数，满足不等式约束及等式约束，记为：
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满足所有约束的向量
[image: image5.wmf]X

称为容许解或容许点，容许点集合称为容许集。

从最优化问题的一般形式可以看出，最优化要解决的问题就是在容许集中找一点
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称为问题的最优点，而相应的目标函数值
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2.最优化问题分类

最优化问题可分为静态问题和动态问题两大类，本书只讨论静态问题。静态最优化问题又可分为无约束问题和约束问题两类。

例：求Rosenbrock函数大极小点，即
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例：求优化问题
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的最优解。这是一个约束最优化问题。

无约束问题又可分为一维问题及n维问题，求解一维问题的方法称为一维搜索或直线搜索，在最优化方法中起着十分重要的作用，故单独列出。约束问题又分为线性规划和非线性规划。

第二讲 预备知识

1. 二次函数

1)二次函数的一般形
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它的矩阵形式是
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其中
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这里
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是对称矩阵。

    我们称特殊的二次函数
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2)正定矩阵

    设
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一个对称矩阵是不是正定的，可用sylvester定理判定，该定理内容是。

一个
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是正定矩阵的充分必要条件是，矩阵
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的各阶主子式都是正的。

3)二次函数的最优解析解

如矩阵
[image: image39.wmf]Q

是正定矩阵
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恰是二次目标函数的唯一极小点。

综上所述，对于二次目标函数有有效的求极小点的算法。该算法也可用于一般目标函数小范围内的最优解搜寻，即当搜索区域位于最优点附近时，该方法是一种有效算法。

最优化理论中判定一个算法的好坏标准之一，就是把该算法用于
[image: image44.wmf]Q

为正定的二次目标函数，如果能迅速地找到极小点，那就是好的算法；否则就是不好的或不太好的算法。

特别地，当把一个算法应用于
[image: image45.wmf]Q

为正定的二次目标函数时，如果在有限步内就能求出极小点来，那么这种算法称为二次收敛算法，或具有二次收敛性。

2. 梯度与Hessian矩阵

1)多元函数的可微性与梯度

定义1:对于函数
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显而易见，如
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实际上
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证明如下：

令
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定义2: 以
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因此
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2)方向导数
定义: 设
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定理：设
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推论：若
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方向是函数
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若
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方向是函数
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方向导数的正负决定了函数的升降，其绝对值的大小决定函数值升降的快慢。绝对值越大，升降的速度就越快。

3)最速下降方向
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其中
[image: image114.wmf]b

是梯度与
[image: image115.wmf]p

方向的夹角。因此，函数负梯度方向就是函数的最速下降方向。

4)梯度的性质
①函数在某点的梯度若不为零，则必与过该点的等值面垂直。

②梯度方向是函数具有最大变化率的方向。

③若
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5) Hessian矩阵
(1)向量值函数的导数

设
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是定义在
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中区域上的向量值函数,如果
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点都可微，那么向量值函数
[image: image127.wmf])

(

x

g

在点
[image: image128.wmf]0

x

处称为可微。

若
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因为向量的极限是通过它所有分量的极限来定义的，所以上式等价于


[image: image133.wmf]0

)

(

)

(

)

(

lim

0

0

0

0

=

Ñ

-

-

+

®

p

p

x

g

x

g

p

x

g

p


其中
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称为函数
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在点
[image: image136.wmf]0
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处的导数。也称函数
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处的Jacobi矩阵。
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设
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在微积分中已经证明过，当
[image: image144.wmf])
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的所有二阶偏导数连续时，有
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(2)几个特殊向量的导数

①
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5.多元函数的Taylor展开式

定理: 设
[image: image158.wmf]f

是定义在
[image: image159.wmf]n
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中区域上的实值函数，具有二阶连续偏导数，则：
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按一元函数Taylor展开定理把
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代入上式，即得证。

     多元函数的Taylor展开式还可写为：
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6.极小点及其判定条件
    1)基本定义

    邻域定义：对于任意给定的实数
[image: image174.wmf]0
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,满足不等式
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非严格局部极小点：设
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的非严格局部极小点。

严格局部极小点：：设
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的严格局部极小点。

非严格全局极小点：设
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的非严格全局极小点。

严格全局极小点：设
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的严格全局极小点。

在求解最优化问题时，要求求取全局极小点，可先求出所有的局部极小点，再求全局极小点。

2)局部极小点的判定条件
定理1: 设
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具有连续的一阶偏导数。若
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该条件仅仅是必要的，而不是充分的。

定义: 设
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定理2: 设
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具有连续的二阶偏导数，
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的严格局部极小点。

一般说来，这个定理仅具有理论意义。因为对于复杂的目标函数，Hesse矩阵不易求得，它的正定性就更难判定了。

论断1:对于具有对称正定矩阵
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7.下降迭代算法及其收敛性
迭代算法的必要性：求解
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，一般地，这是一个非线性方程组，与原问题同等困难，为了避开这一难题，可对原有问题直接采用迭代法。

1)下降迭代算法

首先给定目标函数
[image: image227.wmf])
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的极小点一个初始估计点
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，然后按一定的规则产生一个序列
[image: image229.wmf]{
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，这种规则通常称为迭代算法。

2) 降迭代算法的收敛性

如果迭代算法产生的序列的极限恰好是函数
[image: image230.wmf])

(
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f

的极小点，称迭代算法产生的序列收敛于
[image: image231.wmf]*

x

。

3)迭代过程

①选定初始点
[image: image232.wmf]0

x

，置
[image: image233.wmf]0
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。

②按某种规则确定搜索方向
[image: image234.wmf]k
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，使得
[image: image235.wmf]0
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。

③按某种规则确定搜索步长
[image: image236.wmf]k
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，使得
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④计算
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⑤若
[image: image239.wmf]1
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满足终止准则，停机，否则置
[image: image240.wmf]1
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，转②。

4)迭代法中直线搜索

求一元函数极小点的迭代法称为直线搜索或一维搜索，即
[image: image241.wmf])
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，表示从点
[image: image243.wmf]x

出发沿
[image: image244.wmf]p

方向对目标函数
[image: image245.wmf])
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作直线搜索得到的极小点是
[image: image246.wmf]z

。

定理：若目标函数
[image: image247.wmf])
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具有连续的偏导数，并且设
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这个定理表明，梯度
[image: image250.wmf])
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必与搜索方向
[image: image251.wmf]p

正交。

5)收敛速度

定义1:对收敛于解
[image: image252.wmf]*
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的序列
[image: image253.wmf]{
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，若存在一个与
[image: image254.wmf]k

无关的数
[image: image255.wmf])
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，当
[image: image256.wmf]k

从某个
[image: image257.wmf]0
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开始使下式成立：
[image: image258.wmf]*
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则称序列
[image: image259.wmf]{
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为线性(或一阶)收敛。

定义2: 对收敛于解
[image: image260.wmf]*

x

的序列
[image: image261.wmf]{
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，若存在一个与
[image: image262.wmf]k

无关的数
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和
[image: image264.wmf]1
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，当
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[image: image266.wmf]0
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则称序列
[image: image268.wmf]{
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收敛的阶为
[image: image269.wmf]a

，或称
[image: image270.wmf]a

阶收敛。

当
[image: image271.wmf]2
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时，称为二阶收敛。

当
[image: image272.wmf]2
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时，称为超线性收敛。

一般说来，线性收敛是比较慢的，而二阶收敛则是很快的，超线性收敛居中，如果一个算法具有超线性以上的收敛速度，我们就认为它是一个很好的算法了。

6)计算终止准则
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第三讲 凸函数与凸规划

一、凸集

1. 凸集的定义：一个n维向量空间的点集
[image: image276.wmf]D

中任意两点的连线仍属于这个集合，即对
[image: image277.wmf]D
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则称该点集
[image: image279.wmf]D

为凸集。

2. 凸集的性质：（1）凸集的交集仍是凸集
[image: image280.wmf])
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（2）数乘凸集仍是凸集
[image: image281.wmf]}
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（3）凸集的和集仍是凸集
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特别规定，空集是凸集。

3. 超平面：设
[image: image283.wmf]n
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且
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称为
[image: image286.wmf]n
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中的超平面，
[image: image287.wmf]a

称为该超平面的法向量，即
[image: image288.wmf]b
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半空间：集合
[image: image289.wmf]}
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称为
[image: image290.wmf]n
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中的一个半空间。

超球：
[image: image291.wmf]r
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4. 凸组合：设
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为
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中的
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[image: image295.wmf]l
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则称
[image: image298.wmf]x

为
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若
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均为正，则称为严格凸组合。

5. 顶点（或极点）：设
[image: image301.wmf]D

是凸集，
[image: image302.wmf]D
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，若
[image: image303.wmf]x

不能用
[image: image304.wmf]D

内不同两点
[image: image305.wmf]1
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和
[image: image306.wmf]2
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的凸组合表示，即
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为
[image: image309.wmf]D

的顶点。

二、凸函数

凸函数：设
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，
[image: image311.wmf]D
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则称
[image: image315.wmf])
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为凸集
[image: image316.wmf]D

上的凸函数；若


[image: image317.wmf])
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则称
[image: image318.wmf])
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f

为凸集
[image: image319.wmf]D

上的严格凸函数。

类似有凹函数的定义。

2.几何意义：函数图形上连接任意两点的线段处处都在函数图形的上方。

3. 性质

性质1：
[image: image320.wmf])
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x

f

为凸集
[image: image321.wmf]D

上的凸函数，
[image: image322.wmf]0
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，则
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也为
[image: image324.wmf]D

上

的凸函数。

性质2：两个凸函数的和仍是凸函数。
[image: image325.wmf]))
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推论1：凸集
[image: image326.wmf]D

上有限个凸函数
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的非负线性组合
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仍为
[image: image329.wmf]D

上的凸函数。

性质3：若
[image: image330.wmf])
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为凸集
[image: image331.wmf]D

上的凸函数，则对
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性质4：
[image: image335.wmf])
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为凸集
[image: image336.wmf]D

上的凹函数
[image: image337.wmf]Û



 EMBED Equation.3  [image: image338.wmf])
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为凸集
[image: image339.wmf]D

上的凸函数。

4. 凸函数的充分必要条件
定理1（一阶条件）设
[image: image340.wmf]1
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可微，
[image: image341.wmf]D

是凸集，则

（1）
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为凸函数
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对
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（2）
[image: image346.wmf])
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为严格凸函数
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对
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定理2（二阶条件）设
[image: image351.wmf]1
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具有二阶连续偏导数，
[image: image352.wmf]D

为开凸集，则

  （1）
[image: image353.wmf])
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在
[image: image354.wmf]D

内为凸函数
[image: image355.wmf]Û

对
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（2）若
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在
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内为严格凸函数。

特殊地，
[image: image361.wmf]n

元二次函数为
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为对称矩阵）；若
[image: image364.wmf]Q

正定，则
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称为正定二次函数。

性质：正定二次函数是严格凸函数。（因为
[image: image366.wmf]Q
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5. 凸函数的极值

凸规划问题：非空凸集
[image: image367.wmf]D

上的凸函数的极小化问题。
定理3  设
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[image: image369.wmf]D

上的凸函数，则
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的任一局部极小点
[image: image371.wmf]*
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为全局极小点；

（2）若
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可微，且存在
[image: image373.wmf]D
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[image: image377.wmf]D

上的全局极小点；

（3）若
[image: image378.wmf])
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为严格凸函数，且全局极小点存在，则必唯一。

注：关于凸函数的极值的性质（即定理3）即是凸规划问题的性质

第四讲 最优性条件

基本概念

1. 点
[image: image379.wmf]0
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的邻域：
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2. 局部极小点：设
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，则称
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上的严格局部极小点。

全局极小点：设
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上的严格全局极小点。

    性质：全局极小点必是局部极小点；但局部极小点不一定是全局极小点。

类似有极大点的概念。因
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驻点：设
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极值的条件

定理1（一阶必要条件）设
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定理2（二阶必要条件）设
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定理3（二阶充分条件）设
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的严格局部极小点。

第五讲 最优化方法该素

1. 下降迭代算法的步骤

（1）选择一个初始点
[image: image432.wmf]0

x

，令k：=0

（2）检验
[image: image433.wmf]k
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是否最优？若是，则停止迭代；若不是，则

（3）确定一个下降方向
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：存在
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（4）从点
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出发，沿方向
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进行直线搜索（一维搜索），即求步长
[image: image440.wmf]k

t

使


[image: image441.wmf](

)

(

)

k

k

k

k

k

tp

x

f

p

t

x

f

+

=

+

min


（5）计算
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2. 直线搜索及其性质

（1）简记
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表示从点
[image: image445.wmf]x

出发，沿方向
[image: image446.wmf]p

进行直线搜索，得到极小点
[image: image447.wmf]z

。

（2）定理：设目标函数
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证明：（反正法）设
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是点
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的下降方向；

2）
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是点
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的下降方向；

与
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3. 收敛速度

定义1：设序列
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[image: image460.wmf]}

,

{R

×

n

中的点列，
[image: image461.wmf]n

x

R

*

Î

，若


[image: image462.wmf]0

lim

*

=

-

¥

®

x

x

k

k


则称序列
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定义2：设向量函数
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特别地，m=1时，
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定义3：设序列
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则称序列
[image: image486.wmf]}
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收敛的阶为
[image: image487.wmf]a
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为
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当
[image: image490.wmf]1

=

a

，且
[image: image491.wmf]1

0

<

<

b
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当
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时，称超线性收敛。

4. 计算终止准则

计算终止准则根据相继两次迭代的结果

根据相继两次迭代的绝对误差（不常用）
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b. 根据相继两次迭代的相对误差
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c. 根据目标函数梯度的模足够小
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为给定的足够小的正数。

以上准则统称为Himmelblau计算终止准则，简称H终止准则。
作业：

    1.设目标函数为
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作直线搜索所得的极小点
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的极小点，而且最优步长因子等于1。

    2.设
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    若
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的局部极小。

    3.习题一：1,4,5,9,10,12,15,18

7.2教学单元二  线性规划 （12学时）
教学目标

（1）理解线性规划的基本理论；

（2）掌握线性规划的单纯形法；

（3）理解线性规划的对偶理论；

（4）掌握线性规划的对偶单纯形法。

教学内容

（1）线性规划的基本理论；

（2）线性规划的单纯形法；

（3）线性规划的对偶理论；

（4）线性规划的对偶单纯形法。

教学重点及难点：

（1）教学重点：线性规划的单纯形法。

（2）教学难点：线性规划的对偶单纯形法。
教学方法

本单元的教学主要包括课堂讲授，学生自学，课堂讨论、习题课，课外作业、辅导答疑等教学环节。通过各个教学环节的教学，重点培养学生的自学能力、动手能力、创新能力、分析问题与解决问题的能力。提倡探索和推行研究性教学，通过启发式教学、问题式教学、讨论式教学等教学方法和合作式学习方式，积极引导学生进行研究性学习。
教学过程

第一讲 线性规划的基本性质
一、线性规划的标准型

繁写形式：
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其中，
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（否则，等式两端同乘以“-1”）。

缩写形式：
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向量形式：
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其中，
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[image: image532.wmf]A

：约束条件的
[image: image533.wmf]n

m

´

系数矩阵，
[image: image534.wmf]0

>

m

，
[image: image535.wmf]0

>

n

，一般地，
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[image: image537.wmf]b

：限定向量，一般地，
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[image: image539.wmf]C

：价值向量；
[image: image540.wmf]X

：决策向量，
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未知。

二、任一模型化为标准型

1. 极大化目标函数：
[image: image546.wmf]X

C

z

T

max 

=


令
[image: image547.wmf]z

z

-

=

¢

 

，则问题转化为
[image: image548.wmf]X

C

z

T

min 

-

=


约束条件为不等式

若约束为“
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若约束为“
[image: image554.wmf]³

”型，则“左端-剩余变量=右端”（剩余变量
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如：
[image: image556.wmf]i

n

in

i

i

b

x

a

x

a

x

a

³

+

+

+

L

2

2

1

1

，引入剩余变量
[image: image557.wmf]0

³

+

i

n

x

，化为


[image: image558.wmf]i

i

n

n

in

i

i

b

x

x

a

x

a

x

a

=

-

+

+

+

+

L

2

2

1

1


若存在无非负要求的变量
[image: image559.wmf]k
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某变量
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三、基本概念

标准型（LP）： 
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可行解（容许解）：满足约束（2）、（3）的解。

最优解：满足（1）的容许解。

基：设
[image: image578.wmf]n
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的秩为
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，若
[image: image580.wmf]B

是
[image: image581.wmf]A

中的
[image: image582.wmf]m
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阶可逆矩阵，称
[image: image583.wmf]B

是线性规划问题（LP）的一个基。

    若基
[image: image584.wmf]B

是单位矩阵称为标准基。

基向量：基
[image: image585.wmf]B

中的一列（
[image: image586.wmf]i

p

）即为一个基向量。（共
[image: image587.wmf]m

个）

非基向量：基
[image: image588.wmf]B

之外的一列（
[image: image589.wmf]j

p

）即为一个非基向量。（共
[image: image590.wmf]m
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基变量：与基向量
[image: image591.wmf]i

p

相应的变量
[image: image592.wmf]i

x

。（共
[image: image593.wmf]m

个）

非基变量：与非基向量
[image: image594.wmf]j

p

相应的变量
[image: image595.wmf]j

x

。（共
[image: image596.wmf]m
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基本解：令所有非基变量为0，求出的满足约束（2）的解。

基本容许解：满足约束（3）的基本解。

最优基本容许解：满足约束（1）的基本容许解。

容许基：若
[image: image597.wmf]B

是基，且存在关于
[image: image598.wmf]B

的基本容许解，称
[image: image599.wmf]B

是容许基。

        若容许基
[image: image600.wmf]B

是单位矩阵称为标准容许基。

非容许基：

退化的基本解：若基本解中有基变量为0的基本解。

退化的基本容许解：

退化的最优基本容许解：

四、线性规划问题的基本定理
定理1 若线性规划问题存在容许域，则其容许域是凸集（也是凸多面体）。

定理2 线性规划问题的基本容许解对应于容许域的顶点。

定理3 若线性规划问题存在有限最优解，则其目标函数最优值一定可以在容许域

的顶点达到。

第二讲 单纯形法

一、单纯形法原理

单纯形法的基本思路：根据问题的标准型，从容许域的一个基本容许解（一个顶

点）开始，转移到另一个基本容许解（顶点），并且使目标函数值逐步下降；当目标函数达到最小值时，问题就得到了最优解。

二、单纯形法的步骤（以“大M法”为例）数学描述

例（大M法）：
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1. 构造初始容许基

初始容许基是一个
[image: image603.wmf]m

m
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单位矩阵，它相应的基本解是容许的，即标准容许基。

1º引入附加变量，把数学模型化为标准型。

2º若约束条件中附加变量系数为“-1”，或原约束即为等式，则一般须引入人工变量。

3º目标函数中，附加变量系数为0，而人工变量系数为M（很大的正数）。

人工变量系数为大M：只要人工变量>0，使前后约束条件不等价，但由于目标函数的修改，同时也使所求的目标函数最小值是一个很大的数，也是对“篡改”约束条件的一种惩罚，因此，M叫做罚因子，大M法也叫做罚函数法。

若对极大化问题，目标函数中人工变量系数为（-M）。
得到如下标准型：
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其中，
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表示基变量；
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表示非基变量。

2. 求出一个基本容许解

1º用非基变量表示基变量和目标函数。

用非基变量表示基变量，即有
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用非基变量表示目标函数，即
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其中，
[image: image610.wmf]å

=

=

m

i

i

i

b

c

1

0

z

，而
[image: image611.wmf]j

j

j

z

c

-

=

s

称为非基变量
[image: image612.wmf] 
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的检验数。上式中，规定各基变量的检验数为0。
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其中，
[image: image614.wmf]B

C

是基变量的价值系数，随基的改变而改变。

2º求出一个基本容许解及相应的目标函数值。

令非基变量=0即得初始基本容许解：
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初始目标函数值：
[image: image617.wmf]0
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3. 最优性检验

1º检验数
[image: image618.wmf]j

s

：目标函数式中，各非基变量的系数，即称为各非基变量的检验数。

2º最优解判别定理：若在极小化问题中，对于某个基本容许解，

所有检验数
[image: image619.wmf]0
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，且人工变量为0，则该基本容许解是最优解。

3º无穷多最优解判别定理：若在极小化问题中，对于某个基本容许解，所有检验数
[image: image620.wmf]0
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，又存在某个非基变量的检验数为0，且人工变量为0，则该线性规划问题有无穷多最优解。

4º无容许解判别定理：若在极小化问题中，对于某个基本容许解，所有检验数
[image: image621.wmf]0
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，但人工变量不为0，则该线性规划问题无容许解。

4. 基变换

1º基本容许解的改进定理：已知一个非退化的基本容许解具有目标函数值
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，设某一个非基变量
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代替原基中的某一列向量而产生一个新的基本容许解，则该新的解将有
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2º换入变量的确定
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3º换出变量的确定——最小非负比值规则
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    4º无有限最优解判别定理：若在极小化问题中，对于某个基本容许解，有一个非基变量的检验数
[image: image632.wmf]0
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，但
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列中没有正元素，且人工变量为0，则该线性规划问题无有限最优解。

5. 单纯形法的矩阵描述

标准型（LP）： 
[image: image634.wmf])
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其中，
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满秩，非基矩阵
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基本容许解：（2）左乘
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目标函数值：（4）代入（1）得
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非基变量的检验数向量：
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令
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这里，
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称为单纯形乘子。

三、单纯形法的表格形式

1．构造初始可行基，并计算检验数
[image: image654.wmf]j

s


2．从表中找出基本可行解和相应的目标函数值

3．最优性检验

4．基变换

1º换入变量的确定

2º换出变量的确定

3º主元素的确定

单纯形表中，换入变量所在的列和换出变量所在的行交叉处的元素为主元素（即
[image: image655.wmf]rk

a

），标“*”号。

4º取主变换（基变换）

即单纯形法的一次迭代。在表中以
[image: image656.wmf]rk
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主元素进行旋转变换（高斯消去法），把
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所对应的列向量
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于是得到新一轮的单纯形表。

四、单纯形法解极大化和极小化问题的区别

	原模型目标函数
	标准型
	最优性检验
	换入变量的确定
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	目标函数中人工变量系数为大M
	所有
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	目标函数中人工变量系数为“-M”
	所有
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五、两阶段法

1. 第一阶段：判断原线性规划问题是否有容许解。

先求解以下线性规划
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用单纯形法对上述问题求解。

若
[image: image667.wmf]0
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w

，则原问题有容许解；


若
[image: image668.wmf]0
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w

，则原问题无容许解，停止计算。

2. 第二阶段：求原线性规划问题的最优解。

以第一阶段的最终单纯形表为基础，去掉其中的人工变量列，把目标函数换成原问题的目标函数，于是得到第二阶段的初始单纯形表，继续迭代下去，得最优解。

第三讲 线性规划的对偶问题
一、对偶问题的提出 

对偶性是线性规划的重要内容之一，每一个线性规划问题必然有与之相伴而生的另一个线性规划问题，我们称一个叫原问题，另一个叫对偶问题，这两个问题有着非常密切的关系，让我们先分析一个实际的线性规划模型与其对偶线性规划问题的经济意义．

例  某工厂计划在下一生产周期生产3种产品[image: image669.wmf]1
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，[image: image670.wmf]2
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，[image: image671.wmf]3
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，这些产品都要在甲、乙、丙、丁4种设备上加工，根据设备性能和以往的生产情况知道单位产品的加工工时，各种设备的最大加工工时限制，以及每种产品的单位利润（单位：千元），如表3.6所示，问如何安排生产计划，才能使工厂得到最大利润？
	产 品

设 备
	[image: image672.wmf]1
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A


	总工时限制/h

	甲/h
	2
	1
	3
	70

	乙/h
	4
	2
	2
	80

	丙/h
	3
	0
	1
	15

	丁/h
	2
	2
	0
	50

	单位利润/千元
	8
	10
	2
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分别为产品[image: image676.wmf]3
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的产量，构造此问题的线性规划模型为
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现在从另一个角度来讨论该问题．

假设工厂考虑不安排生产，而准备将所有设备出租，收取租费．于是，需要为每种设备的台时进行估价．

设[image: image678.wmf]4
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分别表示甲、乙、丙、丁4种设备的台时估价．由表3.6可知，生产一件产品[image: image679.wmf]1

A
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不用于生产产品[image: image682.wmf]1

A

，而是用于出租，那么将得到租费
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当然，工厂为了不至于蚀本，在为设备定价时，保证用于生产产品[image: image684.wmf]1

A

的各设备台时得到的租费，不能低于产品[image: image685.wmf]1

A

的单位利润8千元，即
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按照同样分析，用于生产一件产品[image: image687.wmf]2

A

的各设备台时[image: image688.wmf]h
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，[image: image689.wmf]h
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，[image: image690.wmf]0

，[image: image691.wmf]h
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所得的租费，不能低于产品[image: image692.wmf]2
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的单位利润10千元，即
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同理，还有
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另外，价格显然不能为负值，所以[image: image695.wmf]01234
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企业现在设备的总以时数为70h，80h，15h，50h，如果将这些台时都用于出租，企业的总收入为
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企业为了能够得到租用设备的用户，使出租设备的计划成交，在价格满足上述约束的条件下，应将设备价值定得尽可能低，因此取[image: image697.wmf])
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的最小值，综合上述分析，可得到一个与之相对应的线性规划，即
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称后一个规划问题为前一个规划问题的对偶问题，反之，也称前一个规划问题是后一个规划问题的对偶问题．

二、原问题与对偶问题的表达形式和关系

在线性规划的对偶理论中，把如下线性规划形式称为原问题的标准形式
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而把如下线性规划形式称为对偶问题的标准形式
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若用矩阵形式表示，则原问题和对偶问题分别可写成如下形式：

原问题
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对偶问题
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原问题与对偶问题的关系见表．

	原问题（对偶问题）
	对偶问题（原问题）

	min
	max

	目标函数系数

右边常数

约束条件系数矩阵
	右边常数

目标函数系数

系数矩阵的转置

	第[image: image703.wmf]i

个约束条件为“≥”型

第[image: image704.wmf]i

个约束条件为“=”型

第[image: image705.wmf]i

个约束条件为“≤”型
	第[image: image706.wmf]i

个变量≥0

第[image: image707.wmf]i

个变量无限制

第[image: image708.wmf]i

个变量≤0

	第[image: image709.wmf]j

个变量≥0

第[image: image710.wmf]j

个变量无限制

第[image: image711.wmf]j

个变量≤0
	第[image: image712.wmf]j

个约束条件为“≤”型

第[image: image713.wmf]j

个约束条件为“=”型

第[image: image714.wmf]j

个约束条件为“≥”型


例 求下面线性规划问题的对偶问题
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解：根据可直接写出上述问题的对偶问题
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三、对偶理论

    定理 （弱对偶定理）对偶问题（max）的任何可行解[image: image717.wmf]°

Y

，其目标函数值总是不大于原问题（min）任何可行解[image: image718.wmf]°

X

的目标函数值．

定理 （对偶定理）  假如原问题或对偶问题之一具有有限的最优解，则另一问题也具有有限的最优解，且两者相应的目标函数值相等．假如一个问题的目标函数值是无界的，则另一问题没有可行解．

证明从略．

定理（互补松驰定理）  假如[image: image719.wmf]°

X

和[image: image720.wmf]°

Y

分别是原问题和对偶问题的可行解，[image: image721.wmf]°

U

是原问题剩余变量的值，[image: image722.wmf]°

V

是对偶问题松驰变量的值，则[image: image723.wmf]°

X

、[image: image724.wmf]°

Y

分别是原问题和对偶问题最优解的充要条件是
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根据互补松驰定理和决策变量满足非负条件可知，在最优解时，[image: image726.wmf]°
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于是，互补松驰定理也可以这样叙述：最优化时，假如一个问题的某个变量取正数，则相应的另一个问题的约束条件必取等式；或者一个问题中的约束条件不取等式，则相应于另一问题中的变量必为零．

例   已知线性规划问题
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已知其对偶问题的最优解为[image: image731.wmf]5
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，试用对偶理论找出原问题的最优解．

解：先写出它的对偶问题
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将[image: image733.wmf]*
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的值代入约束条件，得（2），（3），（4）为严格不等式，由互补松驰定理得[image: image734.wmf]***
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求解后得到[image: image738.wmf]**
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第四讲对偶单纯性法

对偶单纯形法是对偶问题的迭代算法，其基本思想是：从原问题的一个基本解出发，此基本解不一定是可行解，但它对应着对偶问题的一个可行解；然后检验原问题的基本解是否可行，即是否有负的分量．如果有小于零的分量，则进行迭代，求另一个基本解，此基本解对应着另一个对偶可行解．如果得到的基本解的分量皆非负，则该基本解为最优解．也就是说，对偶单纯形法在迭代过程中始终保持对偶解的可行解，使原问题的基本解由不可行逐步变为可行．当同时得到对偶问题与原问题的可行解时，便得到原问题的最优解．

对线性规划问题的标准形式
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对偶单纯形法的计算步骤如下：

(1)找出原问题的一个基，构成初始对偶基可行解，使所有检验数[image: image741.wmf]0
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j

s

，构成初始对偶单纯形表．

(2)若所有[image: image742.wmf]0
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，则当前的解是最优解，停止计算，否则计算[image: image743.wmf]min{|0}
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，则[image: image744.wmf]l

行为主行，该行对应的基变量为换出变量．

(3)若所有[image: image745.wmf]0
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，则对偶问题无界，原问题无解，停止计算，否则计算
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则[image: image747.wmf]k

列为主列，该列对应的基变量为换入变量．

(4)以[image: image748.wmf]lk

a

为主元素进行迭代，然后转回步骤(2)．

对偶单纯形法的流程图如图所示．

[image: image1.jpg]


[image: image749]
例  用对偶单纯形法求解下述线性规划问题
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解：首先将“≥”约束条件两边反号，再加入松驰变量，可得原问题的一个基
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建立初始单纯形表，见表

	CB
	XB
	b
	2
	3
	4
	0
	0

	
	
	
	x1
	x2
	x3
	x4
	x5

	0
	x4
	－3
	－1
	－2
	－1
	1
	0

	0
	x5
	－4
	[－2]
	1
	－3
	0
	1

	
	
	
	2
	3
	4
	0
	0


从表看出，所有检验数[image: image752.wmf]0
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，则对应对偶问题的解是可行的，因[image: image753.wmf]b

列数字为负，需进行迭代，计算
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所以[image: image755.wmf]5
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为换出变量．又因为
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x

为换入变量，以换入、换出变量所在行列交叉处元素“－2”为主元素，按单纯形法计算步骤进行迭代，得表．

	CB
	XB
	b
	2
	3
	4
	0
	0

	
	
	
	x1
	x2
	x3
	x4
	x5

	0
	x4
	－1 
	0
	[－5/2]
	1/2
	1
	－1/2

	2
	x1
	2
	1
	－1/2
	3/2
	0
	－1/2

	
	
	
	0
	4
	1
	0
	1


	3
	x2
	2/5
	0
	1
	－1/5
	－2/5
	1/5

	2
	x1
	11/5
	1
	0
	7/5
	－1/5
	－2/5

	
	
	
	0
	0
	3/5
	8/5
	1/5


由表的最后一行看出，所有检验数[image: image758.wmf]0

³

j

s

，故原问题的最优解为
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若对应两个约束条件对偶变量为[image: image760.wmf]1
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7.3教学单元三 线性搜索与信赖域方法（14学时）
教学目标

（1）理解一维搜索的概念并掌握其性质；

（2）理解搜索区间的概念并掌握确定搜索区间的进退法；

（3）理解单谷函数的概念并掌握其性质；

（4）掌握0.618法与Fibonacci法；

（5）掌握Newton切线法、割线法、二次插值法，了解Armijo-Goldstein法、Wolfe-Powell法、后退法。

（6）了解信赖与方法。
教学内容

主要讲授在寻优的过程中如何确定最优步长以及常用的几种一维搜索算法的形成。线性搜索，0.618法和Fibonacci 法，逐次插值逼近法，精确线性搜索方法的收敛性，不精确线性搜索方法，信赖域方法的思想和算法框架，信赖域方法的收敛性，解信赖域子问题。
教学重点及难点：

（1）教学重点：0.618法。

（2）教学难点：Armijo-Goldstein法。

教学方法

本单元的教学主要包括课堂讲授，学生自学，课堂讨论、习题课，课外作业（至少5次）、辅导答疑等教学环节。通过各个教学环节的教学，重点培养学生的自学能力、动手能力、创新能力、分析问题与解决问题的能力。提倡探索和推行研究性教学，通过启发式教学、问题式教学、讨论式教学等教学方法和合作式学习方式，积极引导学生进行研究性学习。

教学过程

第一讲 一维搜索

一、精确与非精确一维搜索

如前所述，最优化算法的迭代格式为：


[image: image763.wmf]1
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因而算法的关键就是选择合适的搜索方向，然后再确定步长因子
[image: image764.wmf]k
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。若设


[image: image765.wmf]()()
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现在的问题是从
[image: image766.wmf]k

x

出发，沿
[image: image767.wmf]k

d

方向搜索，希望找到
[image: image768.wmf]k

a

，使得
[image: image769.wmf]()(0)

k
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，这就是所谓的一维搜索或称为线搜索(line search)问题。

⑴ 若求得的
[image: image770.wmf]k

a

，使目标函数沿方向
[image: image771.wmf]k

d

达到最小，即使得
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或                    
[image: image773.wmf]0
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则称为最优一维搜索，或精确一维搜索。相应的
[image: image774.wmf]k

a

称为最优步长因子。

⑵ 如果选取
[image: image775.wmf]k

a

，使目标函数获得可以接受的改善，即


[image: image776.wmf]()()0
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，

则称之为近似一维搜索，或非精确一维搜索。

注：精确搜索与非精确搜索在最优化算法中均广泛应用，它们存在各自的优缺点。

二、一维搜索的基本框架

一维搜索实际上是一元函数的极值问题，其基本的解决框架是：

⑴ 确定包含最优解的初始搜索区间；

⑵ 采用某些区间分割技术或插值方法不断缩小搜索区间，最后得到解。

注：值得注意的是，这样得到的解大多数情况下均为近似解。因此，即便采用精确一维搜索策略，只要应用了数值方法，最终得到的结果都不一定是真正数学意义上的最佳步长因子。

初始搜索区间的确定

     设
[image: image777.wmf]:
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是函数
[image: image779.wmf]()
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的最小值点，即
[image: image780.wmf]*

0

()min()

a

jaja

³

=

。若存在闭区间
[image: image781.wmf][,][0,)
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，则称
[image: image783.wmf][,]
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为一维极小化问题
[image: image784.wmf]0
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的搜索区间。

四、确定初始搜索区间的进退法

基本思想：从一点出发，按一定步长探测，试图找到函数值呈高－低－高变化的三点。具体地，从初始点
[image: image785.wmf]0
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出发，取初始步长为
[image: image786.wmf]0
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。若
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，则下一步从新点
[image: image788.wmf]00
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出发，加大步长，再向前搜索。若
[image: image789.wmf]000
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，则下一步仍从
[image: image790.wmf]0

a

出发，沿反方向搜索，直到
[image: image791.wmf]()
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上升，即
[image: image792.wmf]0
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为止。

在确定了初始搜索区间后，剩下就是采用具体的一维搜索方法确定出
[image: image793.wmf]*
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。后面将分别介绍几种常用的一维搜索方法，这些方法主要是针对所谓单峰函数设计的。

五、单峰函数的定义

    定义 设
[image: image794.wmf]:
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上单调下降，而在
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上单调上升，则称
[image: image800.wmf][,]
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是函数
[image: image801.wmf]()
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的单峰区间，
[image: image802.wmf]()
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是
[image: image803.wmf][,]
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上的单峰函数（准确地说应是单谷函数）。

单峰函数还可以等价地定义如下

    定义 如果存在唯一的
[image: image804.wmf]*
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[image: image805.wmf]12

,[,]

ab

aa

Î

且
[image: image806.wmf]12

aa

<

，有

⑴ 若
[image: image807.wmf]*
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⑵ 若
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()()

jaja

<

。

则称
[image: image811.wmf]()
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是
[image: image812.wmf][,]
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上的单峰函数。

下面定理表明，对单峰函数，可以通过简单地比较函数值，缩小搜索区间。

定理  设
[image: image813.wmf]()
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是
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上的一个单峰函数，
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⑴ 若
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⑵ 若
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第二讲 0.618法与Fibonacci法
下面介绍一些实现精确一维搜索常见方法。0.618法，Fibonacci法，二分法等基本思想都是通过取试探点并进行函数值比较，然后不断缩小搜索区间，当区间长度缩到一定程度后，区间内各点均可作为近似解。这类方法仅需计算函数值，十分简便，尤其适合于非光滑及导数表达式复杂或写不出的情形，用途很广。

一、 0.618法（黄金分割法）

设
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⑵ 每次迭代，搜索区间长度的缩短率相同。即
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由此，0.618法的计算公式具体为：

 
[image: image875.wmf]0.382()

0.618()

kkkk

kkkk

aba

aba

l

m

=+-

ì

í

=+-

î


注：1）0.618法每次迭代实际只需计算一个点的函数值；

2）经过
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次迭代，搜索区间的长度缩短为
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3）0.618法也称黄金分割法，
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，由于它还兼具美学意义与一些奇妙的性质，故称为黄金分割点，相应的方法称为黄金分割法。

二、 改进的0.618法

   0.618法要求一维搜索的函数是单峰，而实际上很多情形都不是单峰。这个时候往往容易丢掉最优点。
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(1976)提出了一种改进措施。每次两个内点与两个边界点的函数值都进行比较。当函数值最小的点为左端点或第二个点时，丢弃右端点，否则丢弃左端点。经过这样修改后，算法要相对可靠些，即在缩短搜索区间时，丢掉极小点的可能性减小了。值得注意的是，即便如此，仍不能保证迭代过程不丢掉极小点。下图所描述的情形给出了很好的解释。
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，显然极小点被丢掉了。这表明用0.618法进行一维搜索并不是任何时候都能找到极小点。

三、 Fibonacci法（分数法、优选法）

1．优选法的基本思想

通过选择试探点，并利用试探点处的函数值信息，可以不断缩短搜索区间。在函数值计算总次数一定的情况下，最初搜索区间与最终搜索区间长度的比值越大，说明选点方式越好，最优的选点方式应使这个比值达到最大。设函数值计算总次数为
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次函数值时，初始区间长度的上确界（当然最终区间长度为1）。显然，要缩短区间，至少需计算两次函数值。也就是，如果只允许计算零次或一次函数值，区间不会得到缩短，故有
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下面考虑允许计算
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次函数值时，初始区间
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⑵ 若极小点位于
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2．Fabonacci数列

由下述递归关系式给出的数列称为Fabonacci数列：
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由上一段分析，显然有
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因此若某种取点方式能保证在计算函数值
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次后，能将长度为
[image: image915.wmf]n

F

的初始区间缩短为1，或等价地，把搜索区间缩减为最初区间的
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n

F

，那么就有理由认为这种取点方式是最优的。分数法根据Fabonacci数列来构造、选取试验点，它恰好具有上述所希望的性质。因而是最优选点方式，故称之为优选法。

3．Fabonacci法中探测点的取法
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⑴ 每次迭代区间收缩率为
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⑵ 
[image: image921.wmf]k

l

，
[image: image922.wmf]k

m

关于区间
[image: image923.wmf][,]

kk

ab

的端点对称；

⑶ 
[image: image924.wmf]1

112

111111

223

1

()()()

n

nnnn

nn

F

FFF

babababa

FFFFF

-

--

-=-=-=-

L

，

由此即知经过
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次函数值计算后，最终区间缩为初始区间的
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⑷ 每次仅需计算一个函数值。

事实上，若
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4. Fibonacci法与0.618法的联系

令
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因而差分方程的通解为：
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解得           
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由此立即可得   
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这说明当
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时，Fibonacci法与0.618法的区间收缩率相同，因而Fibonacci法也是线性收敛的。

由于Fibonacci法选点方式是最优的，而0.618法与其近似，故应用上将它们统称为优选法。

四、二分法

二分法是求
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的根的一种简单方法。它每次将区间对分，再利用连续函数的零点定理，确定应该保留的半区间，区间收缩率为常数
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第三讲 插值法

一、二次插值法

1．牛顿插值法  

其基本思想是用
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因此，牛顿法的迭代公式为：
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牛顿法不仅算法简单，而且具有较快的收敛速度（局部）。

定理  设
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产生的点列
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即该算法具有局部二阶收敛性质。

证明： 由牛顿迭代公式有：
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从而当
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定理证毕。

2. 二点二次插值法

1）设已给两点
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一般迭代格式为      
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2）若利用
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解之得             
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一般迭代格式为     
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注：与牛顿法比较，在第一种公式中，
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逼近误差为
[image: image1011.wmf]3
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逼近误差为
[image: image1013.wmf]2
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。可见后一种逼近程度略差一些。

二点二次插值法的收敛速度
定理   设
[image: image1014.wmf]()

ja

三阶连续可微，
[image: image1015.wmf]*
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满足 
[image: image1016.wmf]**
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，则二点二次插值公式产生的序列
[image: image1017.wmf]{}
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，且收敛速度的阶为
[image: image1019.wmf]15
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证明：参见袁亚湘等著《最优化理论与方法》（略）。
3）三点二次插值法

利用
[image: image1020.wmf]1
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、
[image: image1021.wmf]2
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、
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进行二次均值，用插值多项式的驻点近似
[image: image1023.wmf]()
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的驻点。

一般迭代格式：
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定理   设
[image: image1025.wmf]()
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四阶连续可微，
[image: image1026.wmf]*
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[image: image1027.wmf]**
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[image: image1028.wmf]{}
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收敛到
[image: image1029.wmf]*
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，且收敛速度的阶约为1.32。

二、三次均值法

用三次函数逼近被极小化的函数
[image: image1030.wmf]()
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，需四个条件确定插值多项式的系数。这些条件可以是：1）四点函数值，2）三点函数值及一点导数值，3）两点函数值及导数值。

三次插值法得到的迭代点列具有较快的收敛速度（为二阶收敛），但由于涉及更高阶导数的计算，增加了应用的困难。关于这方面的详细讨论，可参阅袁亚湘等著《最优化理论与方法》。

第四讲 精确一维搜索的收敛理论

一、基于精确一维搜索的极小化算法

无约束最优化问题算法的基本框架：

⑴ 给出初始点
[image: image1031.wmf]0
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，允许误差
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，置
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⑵ 计算下降方向
[image: image1034.wmf]k
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⑶ 利用一维搜索，确定步长因子
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   否则，置
[image: image1040.wmf]:1
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，转⑵。

在上面算法中，采用了精确一维搜索。下面证明基于精确一维搜索的极小化算法的收敛性。

二、算法收敛性

定理    设
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证明：由定理假设，有
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定理证毕。

注：⑴ 由证明过程可以看出，
[image: image1054.wmf]k
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必须和
[image: image1055.wmf]()
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成锐角。

⑵ 给出了精确搜索前提下，每步迭代所得改进量的估计式，显然与
[image: image1056.wmf]k
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有关。

定理  设
[image: image1057.wmf]()
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是开集
[image: image1058.wmf]n
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上的连续可微函数，若某一极小化算法满足：


[image: image1059.wmf]1

()()

kk

fxfx

+

£

，
[image: image1060.wmf]()0

T

kk

fxd

Ñ£

，
[image: image1061.wmf]k

"


又设
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[image: image1069.wmf]d

是序列
[image: image1070.wmf]{}

k

d

的任意聚点，则


[image: image1071.wmf]()0

T

fxd

Ñ=


进一步，若
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证明：设
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设
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此矛盾表明必有： 
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三、采用精确搜索的极小化算法的收敛速度

引理1  设函数
[image: image1109.wmf]()
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在闭区间
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证明：构造辅助函数
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引理2  设
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引理3  设
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利用上述引理，可得下面的收敛速度定理。

定理   设极小化算法产生的序列
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再由引理3  
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上式可进一步改写为
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由此即得迭代点列
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特别地，若在所讨论的算法模式中，每次迭代
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（即取为最速下降方向），则得到的算法称为最速下降算法。值得指出的是：最速下降算法中相继两次迭代的搜索方向是正交的。

事实上，第
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其最优步长因子
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即知相继两次迭代的搜索方向是正交的。鉴于这一特点，可以断言基于精确一维搜索的最速下降法实际下降速度并不快（迭代点列呈锯齿状趋于最优解）。

第五讲不精确线性搜索方法

 一维搜索是最优化算法的基本组成部分。前述的精确一维搜索往往需要花费大量计算量，导致整个算法不是十分有效。另外，在很多算法如牛顿算法和拟牛顿算法，其收敛速度也并不依赖于精确一维搜索。因此，另一种变通的方法是在每次一维搜索过程中，保证目标函数都有满意的下降就够了，这就是所谓的不精确一维搜索。

在进行不精确一维搜索时，怎样才叫达到了满意的程度，从而结束一维以为搜索，必须要有便于操作的准则。下面介绍一些最重要、最常用的准则，为简单计，仍以单峰函数为考察对象。但应该指出的是：并不一定要求函数为单峰，这方面的详细讨论可参阅席少霖著《非线性最优化方法》。

一、 Armijo-Goldstain准则  
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Armijo-Goldstain准则的直观意义是：避免
[image: image1256.wmf]a

取在区间
[image: image1257.wmf][0,]

a

的两个端点附近，因为取在两端点附近都会导致目标函数的改进量不大。从上图可以看出，区间
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注意到
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二、 Wolfe-Powell准则

Armijo-Goldstain准则有时候会将最佳步长因子排斥在可接受区间之外。为此，Wolfe-Powell给出了一个简单的替代准则：
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注：1) 准则2'）的几何解释：在可接受点处的切线斜率大于或等于初始斜率的
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Wolfe-Powell准则下可接受步长因子的存在性
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[image: image1284.wmf]()

fx

有下界，且
[image: image1285.wmf]()0

T

kk

fxd

Ñ<

，则必定存在步长因子
[image: image1286.wmf]k

a

，使得Wolfe-Powell准则满足。即存在步长因子
[image: image1287.wmf]k

a

，使得：

1）
[image: image1288.wmf]()()()

T

kkkkkkk

fxdfxfxd

ara

+£+Ñ


2）
[image: image1289.wmf]()()

TT

kkkkkk

fxddfxd

as

Ñ+³Ñ

，
[image: image1290.wmf](,1)

sr

Î

 或 
[image: image1291.wmf]()()

TT

kkkkkk

fxddfxd

as

Ñ+£-Ñ

满足。

证明：   令     
[image: image1292.wmf]()()

kk

fxd

jaa

=+

，

则              
[image: image1293.wmf]()()

T

kkk

fxdd

jaa

¢

=+

。

令
[image: image1294.wmf]1

s

满足
[image: image1295.wmf]1

rss

<<

，考虑集合
[image: image1296.wmf]1

{0|(0)()0}

A

asjja

¢¢

=³££

。由于
[image: image1297.wmf]()

ja

有下界，且


[image: image1298.wmf](0)()0

T

kk

fxd

j

¢

=Ñ<


故
[image: image1299.wmf]A

非空。事实上，若
[image: image1300.wmf]A

f

=

，即对所有
[image: image1301.wmf]0

a

³

，都有


[image: image1302.wmf]1

()(0)0

jasj

¢¢

<<


因而            
[image: image1303.wmf]1

0

()(0)()(0)

d

a

jajjaasja

¢¢

-=<

ò


当
[image: image1304.wmf]a

®¥

时，可推得
[image: image1305.wmf]()

ja

®-¥

，这与
[image: image1306.wmf]()

fx

有下界矛盾，所以
[image: image1307.wmf]A

f

¹

。

令              
[image: image1308.wmf]{

}

inf|

A

aaa

=Î


则显然
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这表明，满足Wolfe-Powell准则的步长因子不仅存在，而且有很多。

当采用Wolfe-Powell方法准则时，下述性质成立。

定理  设函数
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证明：略

三、Armijo-Goldstein和Wolfe—Powell不精确一维搜索方法

前面介绍了几种不精确一维搜索准则，下面给出几个具体的不精确一维搜索算法。

1．Armijo-Goldstein方法

当试探的
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取得不合适时，用求区间中点的方法选取新的试探点
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，算法如下：

算法迭代步骤

在搜索区间
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选取新的探索点。取
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2．Wolfe—Powell方法

当试探的
[image: image1370.wmf]a

取得不合适时，用两点插值公式确定新的试探点
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，见下面框图：


[image: image1372]
四、简单准则和后退方法

在实际计算中，有时仅采用Armijo-Goldstein准则中的第一个准则
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称之为简单准则，而后退方法则是建立在这种准则之下的一种不精确搜索算法。其基本思想是：开始令
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后退算法的迭代步骤：

给定
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若上式不满足，取
[image: image1381.wmf]:,[,]

lu

awaw

=Î

，转2）；
若上式满足，取
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上面介绍了三种最常见的不精确搜索准则，利用这些准则，可以构造很多具体的不精确搜索方法（主要是试探点的不同选取方式，搜索区间的不同缩减方法）。

五、不精确一维搜索的收敛性定理

为了保证算法的下降性，我们总要求每次搜索方向
[image: image1384.wmf]k
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与其梯度方向
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采用不精确一维搜索的一般下降算法（模式算法）

给出初始点
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[image: image1390.wmf]01

e

£<

，置
[image: image1391.wmf]:0

k

=

；
若
[image: image1392.wmf]()

k

fx

e

Ñ£

，算法停止，
[image: image1393.wmf]*

k

xx

»

；否则求出满足
[image: image1394.wmf]()0

T

kk

fxd

Ñ<

的下降方向
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求出步长因子
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令
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下面给出基于这些不精确一维搜索的一般下降算法的总体收敛性定理。

定理  若上述算法中，步长因子
[image: image1399.wmf]k

a

满足Armijo-Goldstein准则或Wolfe-Powell准则，且


[image: image1400.wmf]2

k

p

qm

£-

，
[image: image1401.wmf]k

"


若
[image: image1402.wmf]()

fx

Ñ

在水平集
[image: image1403.wmf]{

}

0

|()()

Lxfxfx

=<

上一致连续。那么，或者对某个
[image: image1404.wmf]k

，有
[image: image1405.wmf]()0

k

fx

Ñ=

，或者
[image: image1406.wmf]()

k

fx

®-¥

，或者
[image: image1407.wmf]()0

k

fx

Ñ®

。
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[image: image1428.wmf]()

k

fx

Ñ

的一致连续性有：


[image: image1429.wmf]1

()()()()

T

kkkkkkk

fxfxfxdd

aoa

+

=+Ñ+


故有                 
[image: image1430.wmf]1

()

()()

1

()()

kk

kk

TT

kkkkkk

d

fxfx

fxdfxd

oa

aa

+

-

=+

-Ñ-Ñ


注意到
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类似的，若采用Wolfe-Powell准则，由
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下面是另一形式的收敛定理：

定理  设函数
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又设算法采用Wolfe-Powell准则，且
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那么由算法产生的点列
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证明：不妨设
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令
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下面定理给出不精确一维搜索条件下，每步迭代目标函数下降量的估计式。

定理2.16 设
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满足不精确一维搜索准则中第一条，若函数还满足：
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第六讲 信赖域算法
一、信赖域算法

1．牛顿法的基本思想 

在当前迭代点
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附近用二次函数


[image: image1495.wmf]()

1

()(),()

2

kTT

kkkk

qsfxgssGssxx

=++=-


逼近
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的范围，实际上是用
[image: image1502.wmf]()

()

k

qs

在全空间逼近
[image: image1503.wmf]()

fx

，而用
[image: image1504.wmf]()

()

k

qs

的极小点代替
[image: image1505.wmf]()

fx

地极小点。容易理解，这样得到的迭代点
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有较大的改进，有时不仅不能得到改进，反而变得更糟。

2．信赖域方法的基本思想 

信赖域方法是上世纪70年代提出的一种重要的优化方法，它针对上面提及的牛顿方法的缺陷，在子问题中，明确要求
[image: image1508.wmf]x

必须位于当前迭代点
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的邻域（信赖域）内。在算法每次迭代中，求解下述信赖域子问题：
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注: 1) 由于从信赖域子问题求出的
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必须满足
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，故称为有限步长方法；

2）范数没有特别限制，可根据需要随意选取，但多数情形用
[image: image1514.wmf]2
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两种范数；

3）
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可用有限差分近似，也可用后面即将介绍的拟牛顿方法构造其近似。

在信赖域算法中，信赖域半径
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尽可能取大，否则将其缩小。而通常采用下述方式评价
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在算法迭代的第
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定义比值：      
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[image: image1527.wmf]k
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越接近1，表明近似程度好，应加大
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，否则相反。

3．信赖域算法（算法模式）

1）初始步：给出初始点
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解信赖域模型（子问题），求出
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             如果
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            否则，置
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注：求解信赖域子问题得到的
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称为试探步。由
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可见，求出的试探步最后是否移动，取决
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二、信赖域算法的收敛性
定理  设
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中的一个有界集，信赖域算法产生的点列
[image: image1561.wmf]{

}

k

xB

Ì

。若进一步假设
[image: image1562.wmf]2

fC

Î

且在
[image: image1563.wmf]B

上满足：
[image: image1564.wmf]()(0)

GxMM

£>

。则
[image: image1565.wmf]{

}

k

x

存在一个满足一阶和二阶必要条件的聚点
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三、折线步与双折线步方法（The Double Dogleg Step Method）
1．Powell（1970）的折线步方法

   为了求
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。其做法是将柯西点（即由最速下降法产生的极小点
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直接取牛顿点，显然它没有精确求解信赖域子问题，但算法却相当简便。

2．Dennis和Mei（1979）双折线步方法

Dennis和Mei发现：若由信赖域方法产生的点从一开始就让其偏向于牛顿方向，算法的性态将得到改善（关于其理论分析可参考原论文）。据此，他们提出了一种改进的双折线步方法。我们将
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称为单折线。而将
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各点的相继连线称为双折线。


[image: image1578]
                          折线步方法与双折线步方法

7.4教学单元四 无约束最优化方法（12学时）
教学目标

   （1）掌握最速下降法并理解其收敛性与收敛速度；

（2）掌握Newton切线法并理解其收敛性与收敛速度；

（3）了解阻尼Newton法；

（4）掌握共轭梯度法并理解其收敛性；

教学内容：

（1）最速下降法及其收敛性与收敛速度；

（2）Newton切线法及其收敛性与收敛速度；

（3）阻尼Newton法；

（4）共轭梯度法及其收敛性；

教学重点及难点：

（1）教学重点：最速下降法。

（2）教学难点：变度量法。

教学方法

本课主要采用任务驱动和程序式思维相结合的教学方法，过程当中辅以案例讲解、启发提问、自主学习和协作学习等方式。任务驱动是实现本课教学目标和完成教学内容的主要方法，任务是师生活动内容的核心，在教学过程中，任务驱动被多次利用。自主学习能提高学生的自主探究能力，竞赛和协作学习调动学生的积极性，激发学生参与的热情。学生之间互帮互助，共同分享劳动果实，从而激发了学生的团队意识，达到理想的教学效果。

教学过程

    第一讲 最速下降法 (2学时） 

 在极小化算法中，若每次都以迭代点处的负梯度方向为搜索方向，产生的算法称为最速下降法，它是无约束最优化算法中最简单、最基本的算法，是最古老的一种算法。
1.基本思想 最速下降法，又称梯度法。在每次迭代中，沿最速下降方向进行搜索。假定我们已经迭代了
[image: image1579.wmf]k

次，获得了第
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个迭代点
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。从
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出发，显然应沿下降方向进行，由于负梯度方向是最速下降方向，因此沿负梯度方向应该是有利的。因此，取搜索方向
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  如将该方法应用于二次函数
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x

b

Qx

x

x

f

T

T

+

+

=

2

1

)

(

，则可求出
[image: image1587.wmf]k

t

的显式表达式。


[image: image1588.wmf])

(

)

(

)

(

))

(

(

)

(

1

k

k

k

k

k

k

k

k

k

k

x

f

Q

t

x

f

x

f

Q

t

b

Qx

b

x

f

t

x

Q

b

Qx

x

f

Ñ

-

Ñ

=

Ñ

-

+

=

+

Ñ

-

=

+

=

Ñ

+

 


[image: image1589.wmf]0
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2. 算法描述：

给出初始点
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，允许误差
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由一维搜索确定步长因子
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3.算例（略）
    第二讲Newton法
一、牛顿算法的基本思路

牛顿算法的基本思路是：利用目标函数在当前迭代点
[image: image1601.wmf]k

x

处的二次近似的极小点作为
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的近似极小点。考虑从
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是当前迭代点，
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在点处用二次函数来逼近
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二、牛顿法的收敛性

定理  设
[image: image1612.wmf](2)
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，
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充分靠近极小点
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正定，若进一步假设Hessian矩阵
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满足Lipschitz条件。则由牛顿法产生的序列
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，且具有二阶的收敛速度。
 关于算法的评价

适用条件：如果目标函数
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上具有连续的二阶偏导数，其Hesse矩阵
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1）优点：当初始点
[image: image1623.wmf]0
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离最优解
[image: image1624.wmf]*
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很近时，收敛速度快；算法简单；不需要用一维搜索。

2) 缺点：局部收敛，
[image: image1625.wmf]k
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不正定时，不能保证牛顿方向是下降方向。事实上，当
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非正定，则不能保证
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是下降方向。

由以上分析可知，固定的步长因子不能保证目标函数有合理的改善，甚至不能保证算法下降，因此有必要对牛顿算法作一些改进，一个最直接的改进是：在牛顿算法中加入一维搜索。

三、带步长因子的牛顿法——阻尼牛顿法

1．算法
1）取初始点
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3) 构造牛顿方向：从
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4）沿
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 转2）。

2．总体收敛性

定理 设
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则在精确一维搜索条件下，带步长因子的牛顿法产生的迭代点列
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四、算例（略）
第三讲 共轭方向法与共轭梯度法

    共轭方向法是无约束最优化问题的一类重要算法。它一方面克服了最速下降法中，迭代点列呈锯齿形前进，收敛慢的缺点，同时又不像牛顿法中计算牛顿方向耗费大量的工作量，尤其是共轭方向法具有所谓二次收敛性质，即当将其用于二次函数时，具有有限终止性质。     

1) 共轭方向法

定义1:设
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是
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定理1:若非零向量系
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推论：在
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定理2:假设：

①
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③对二次目标函数
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证明①：前面已经证明
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[image: image1695.wmf]i

i

i

i

p

t

x

x

+

=

+

1


上式左乘
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后再在两边加上
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证明②:

按条件③，
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同样，对于任意
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上面两式相减得
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由结论①
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由于
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是正定的，因此
[image: image1717.wmf]m

x

是在线性流行
[image: image1718.wmf][

]

1

1

0

0

,...

,

:

-

m

p

p

p

x

L

上的极小点。

当
[image: image1719.wmf]n

m

=

时，线性流行
[image: image1720.wmf][

]

1

1

0

0

,...

,

:

-

m

p

p

p

x

L

就是整个
[image: image1721.wmf]n

维空间
[image: image1722.wmf]n

R

了，因此此时
[image: image1723.wmf]m

x

就是
[image: image1724.wmf]n

R

中的极小点。

共轭方向法：

已知：具有正定矩阵
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的二次目标函数
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二次函数的直线搜索：
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共轭向量系
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共轭方向法的适用范围：

可用于非二次函数，首先通过Taylor公式用二次函数来逼近非二次函数。其次，可用
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因为该方法每一个共轭向量都是依赖于迭代点处的负梯度构造出来的，所以称为共轭梯度法。
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现在证明
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由于
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又因为
[image: image1785.wmf]0

)

(

=

Ñ

m

T

j

x

f

p

,
[image: image1786.wmf]m

j

<

£

0


[image: image2455.wmf]0

j

s

³

从共轭向量系构建方法可以看出，迭代点处的梯度是共轭向量系的线性组合。
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从而证明了
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共轭梯度法在非二次函数中的应用：

为了把共轭梯度法应用在非二次函数中，有必要消去表达式
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因为
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根据
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表达式的不同，可得到四种共轭梯度算法。最常采用的是第二种表达方式。

第四讲 变尺度法

1)基本想法

考虑Newton迭代公式
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变尺度法就是要消除这个迭代公式中的Hesse逆矩阵
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其中
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对于二次函数
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上面两式相减有: 
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拟牛顿法算法：

已知：目标函数
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②计算搜索方向
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③作直线搜索
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④如满足终止准则，停机。
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2)校正公式

(1)对称秩1算法(SR1法)

校正公式取为
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校正公式为：
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对称秩1算法的性质：

性质1:设将SR1法施用于具有对称正定矩阵
[image: image1854.wmf]Q

的二次函数，如果

①初始矩阵
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是对称的。

②迭代点是互异的。

③当
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那么有：

(Ⅰ)此算法所生成的搜索方向
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性质2:若性质1的条件都满足，并且经过
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(2)DFP算法

考虑如下形式的校正公式
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由于校正公式必须满足拟牛顿条件，于是有：
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校正公式为：
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DFP算法性质：

性质1:设将DFP法施用于具有对称正定矩阵
[image: image1873.wmf]Q

的二次函数，如果

①初始矩阵
[image: image1874.wmf]0
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是对称的。

②迭代点是互异的。

那么有：

(Ⅰ)此算法所生成的搜索方向
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性质2:若性质1的条件都满足，并且经过
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次迭代才求到极小点，则
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-

=

Q

H

n

。

性质3:在DFP算法中，若初始矩阵是对称正定的，则
[image: image1881.wmf]{
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中每一个都是正定的。

7.5教学单元五 最小二乘问题与二次规划（6学时）
教学目标：

了解等式约束二次规划问题的起作用集方法、Wolfe算法、Lemke算法、割平面法
基本内容：

等式约束二次规划问题的起作用集方法、Wolfe算法、Lemke算法、割平面法。

教学重点及难点：

（1）教学重点：等式约束二次规划问题的起作用集方法。

（2）教学难点：等式约束二次规划问题的起作用集方法。

教学方法

    本单元的教学主要包括课堂讲授，学生自学，课堂讨论、习题课，课外作业（至少5次）、辅导答疑等教学环节。通过各个教学环节的教学，重点培养学生的自学能力、动手能力、创新能力、分析问题与解决问题的能力。提倡探索和推行研究性教学，通过启发式教学、问题式教学、讨论式教学等教学方法和合作式学习方式，积极引导学生进行研究性学习。

教学过程

第一讲 最小二乘问题 

最小二乘问题可用下式表达：
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此类问题在实际应用中很常见，特别是进行数据拟合、非线性参数估计时。最小二乘问题的常见解法有Gauss-Newton法和Levenberg-Marquardt法。

1.最小二乘问题

    1)回归方程问题
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个实验点。现要根据这些点确定
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个物理量
[image: image1888.wmf]l

t

t

t

,...,

,

2

1

之间的关系式。

设这种关系式为
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是方程中需要待定的
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个参数(系数)。

因此问题是如何通过
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个实验点，确定方程中的系数。

由于实验点的个数大于待定系数的个数，因此方程中系数的确定是一个超静定问题，无法按一般的方法进行求解。

此时将实验点到曲面距离最短的那个曲面作为所求曲面，从而求取该曲面方程。

即求解
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，这就是最小二乘问题。

2)非线性方程组问题

求解非线性方程组
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可转化为求解如下形式的最小二乘问题。
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显而易见，最小二乘法的一般形式可写为
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最小二乘法问题实际上是具有
[image: image1897.wmf]n

个变量的无约束极小化问题，前面解无约束优化问题的方法均可应用。

但是最小二乘问题具有一定的特殊性，即目标函数的表达式是由多个表达式的平方和组成，理应有更、更有效的方法。这正是最小二乘解法要解决的问题。

2.线性最小二乘问题的解法

最小二乘法的一般形式可写为
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特别地，当
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为线性函数时，则最小二乘问题可表示为：
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    1) 线性最小二乘问题解的条件

定理1:
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由于
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故上式可化为：
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若
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(2)充分性

若
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由于上式第二项大于等于零，第三项为零，故
[image: image1920.wmf]*
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是极小点。

我们称
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为最小二乘问题的法方程组。

由上述定理可知，求解最小二乘问题等价于求解它的法方程组。

2)法方程组的解法

由于
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推论1:当
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推论2:设
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推论3: 设
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上述解法方程组的解法需要
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3)用
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上式说明以
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因此求解
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由线性代数可知，适当地选择正交矩阵
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定理: 线性最小二乘问题
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3.Gauss-Newton法

Gauss-Newton法适用于非线性最小二乘问题
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假定选定初始点
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如设线性最小二乘问题
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当
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满足一定的条件，并且
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充分靠近极小点时，算法是收敛的。

假如在某次迭代中
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例：设有非线性方程组
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(1)列出求解这个方程组的非线性最小二乘问题的数学模型。

(2)写出Gauss-Newton法迭代公式的具体形式。

数学模型为：
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迭代公式为：
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例：已知某物理量
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(1)用最小二乘法建立关于确定
[image: image2012.wmf]1

x

，
[image: image2013.wmf]2
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和
[image: image2014.wmf]3

x

的数学模型。

(2) 写出Gauss-Newton法迭代公式的具体形式。

数学模型为：
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迭代公式为：
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第二讲 二次规划

   二次规划是非线性优化中的一种特殊情形，它的目标函数是二次实函数，约束函数都是线性函数。由于二次规划比较简单，便于求解（仅次于线性规划），并且一些非线性优化问题可以转化为求解一些列的二次规划问题，因此二次规划的求解方法较早引起人们的重视，称为求解非线性优化的一个重要途径。二次规划的算法较多，仅介绍求解等式约束凸二次规划的拉格朗日方法以及求解一般约束凸二次规划的有效集方法。二次规划的数学模型，二次规划的最优性条件，等式约束二次规划的解法，不等式约束二次规划的有效集解法。

考虑如下的二次规划问题
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7.6教学单元六 约束最优化的理论与方法（4学时）
教学目标：

（1）了解外罚函数法；

（2）内罚函数法、广义乘子法。

教学内容：

（1）外罚函数法；

（2）内罚函数法、广义乘子法教学重点及难点：

（1）教学重点：外罚函数法。

（2）教学难点：广义乘子法。

教学方法：

本单元的教学主要包括课堂讲授，学生自学，课堂讨论、习题课，课外作业、辅导答疑等教学环节。通过各个教学环节的教学，重点培养学生的自学能力、动手能力、创新能力、分析问题与解决问题的能力。提倡探索和推行研究性教学，通过启发式教学、问题式教学、讨论式教学等教学方法和合作式学习方式，积极引导学生进行研究性学习。

教学过程

首先考虑一般的约束最优化问题，其数学模型为
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求解约束优化问题，就是要在可行域
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中，找一个可行点
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使目标函数
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取得最小值。此时称
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的最优解。

由处理约束条件的办法不同，约束优化方法也可分为直接法和间接法两大类。间接法的基本思想是将约束优化问题首先转换为一系列的无约束优化问题，然后利用无约束优化方法来求解，逐渐逼近约束问题的最优解。这些算法一般比较复杂，但由于它们可以采用计算效率高、稳定性好的无约束优化方法，故可用于求解高维的优化问题。

直接法的基本思想是构造一迭代过程，使每次迭代点都在可行域D中，且一步一步地降低目标函数值，直到求得最优解。这类方法很多，如约束坐标轮换法，复合形法等。这类方法一般是算法简单，对目标函数和约束函数无特殊要求，但计算量大，需用机时较多，不适用维数较高的问题，而且一般用于求解只含不等式约束的优化问题。

外点罚函数法

根据约束特点(等式或不等式)构造某种“罚函数”，然后把它加到目标函数中去，使得对约束最优化问题的求解转化为对一系列无约束问题极小点或者无限地向可行域靠近，或者一直保持在可行集内移动，直到收敛于原来约束最优化问题极小点。

外点罚函数法的基本原理

对问题
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其中        
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在式
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中，
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又称为惩罚函数。
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称为惩罚因子，又称为问题
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的增广目标函数。

显然，增广目标函数
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的最优解就是问题
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的最优解；

·当
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的最优解就不一定是问题
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的最优解。但是研究当
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点处的函数值迅速增大。换句话说，可行域外的任一点
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当
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迅速变大是通过罚因子M来实现。简言之，外点罚函数法的思想是：

当点
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一般地，在用外点罚函数法求解问题
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时，首先构造增广目标函数
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的最优解。此时说明原来的罚因子给小了，需加大罚因子，使得
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外点罚函数法的迭代步骤

Step1 选定初始点
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，设其极小点为
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Step4 置
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举例

例子 求解
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解：可以看出，本题的约束最优解为
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现用外点罚函数法解这个约束优化问题。构造增广目标函数
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由此             
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给定一个罚因子
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右图给出了不同
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它有助于进一步理解用外点罚函数法求极小

点序列
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[image: image2108.wmf]*

X

。      ．

其他说明

在外点罚函数中，是通过一系列惩罚因子
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的极小点来逼近原约束问题的最优点。这一系列的无约束极小点
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将从约束可行域外部向约束边界运动，实际上，随着罚因子的增大，迫使惩罚项的值逐渐减小，从而使
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沿着某一运动轨迹逐渐接近等式约束面与起作用的不等式约束面上的最优点
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的极小点就是原问题的最优点
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容易提出这样的问题：既然越大越好，那么迭代一开始就把
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取得很大，似乎求解一次无约束问题就可以求得到约束问题的最优解，可以少解几次无约束问题。但是可以证明，
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越大，增广目标函数             的Hesse矩阵的条件数越坏，给无约束问题求解增加越来越大的困难，甚至无法求解。

因此，在迭代开始时又不得不把
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内点罚函数法

内点罚函数法刚好克服了外点罚函数法的不足之处，内点罚函数法的迭代过程均在可行域
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内点罚函数法的基本原理

首先在
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按照这种想法，对于
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构造如下增广目标函数
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其中，
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下面我们来分析
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内点罚函数法的迭代步骤

构造增广目标函数
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给定一个罚因子
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有关说明

①内点罚函数法的优点在于每次迭代都是可行点，当迭代到一定次数时，尽管可能没有达到约束最优点，但可以被接受为一个较好的近似最优点。

②在实际应用中，按该点求得的解可能比初始解有很大的改进，因而被工程技术人员接受，作为一种最优设计方案。

③然而，内点罚函数法要求初始点位于可行域内部，即所有的约束需按严格不等式满足。

这对于简单的优化问题是不难解决的，因为原设计方案可能是用常规设计方法求得的，虽然不是最优，但一般是可行的，因此就可将原方案作为初始点。但对复杂的优化问题，由于变量和约束较多，要想得到一个可行的初始点，并不十分容易，这时就要采用求解可行点的算法。

在内点罚函数法中，障碍函数的定义域是约束可行域。因此，在求
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上的极小点。这是因为障碍函数
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的最优解时，要防止越过约束边界而搜索到非可行域中去，这就要求在一维搜索时，要适当控制步长，保证搜索在可行域内进行。

混合罚函数法

外点罚函数法的初始点可以任选，适用于求解具有等式约束与不等式约束的优化问题；而内点罚函数法要求初始点在可行域内，适用于求解不等式约束优化问题。

为了综合外点罚函数法与内点罚函数法的优点，常将两种算法结合起来使用，这样便形成了混合罚函数法。

混合罚函数法的基本原理

对于同时具有不等式约束和等式约束的优化问题，混合罚函数法采用的罚函数形式又分为内点形式和外点形式两种。下面介绍内点形式的混合罚函数，即
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采用内点形式的混合罚函数时，混合初始点
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在混合罚函数
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混合罚函数法的迭代步骤

构造增广目标函数
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给定终止准则
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有关说明

为了加速罚函数法的收敛速度，可以采用外插技术。
我们知道，在罚函数法中，给定一个罚因子(可以是障碍因子，也可以是惩罚因子)就可以求
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它是约束最优点的
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乘子法

乘子法的提出克服了罚函数法中增广目标函数的病态性质等缺点，同时构造的增广目标函数具有较好的光滑性质。乘子算法是从问题的Lagrange函数出发，考虑它的精确惩罚，从而将约束优化问题转化为单个函数的无约束优化问题。此方法具有较好的收敛速度和数值稳定性，是求解约束优化问题的主要而有效的算法。

等式约束的非线性优化问题的乘子法

考虑下面仅含等式约束的非线性规划问题(Nonlinear Equality constraint programming，NEP)：
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的驻点(或称稳定点)，即
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一个自然的问题是，能否找到
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例如：求解约束问题
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此问题的最优解为
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对于任何
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的极小解往往是不存在的，为避免此情况的发生，对于等式约束问题，我们构造了增广的Lagrange函数
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定义其增广Lagrange函数为
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具体方法：由配方法得到
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这样就将问题
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举例：用乘子法求解下列非线性优化问题
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解：增广Lagrange函数
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依次类推，设在第
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显然序列
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一般形式的约束非线性优化问题的乘子法

一般形式的约束非线性优化问题的增广Lagrange函数定义为
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Lagrange乘子的修正公式如下：
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8．课程要求

8.1学生自学要求

认真听讲，认真体会，善于思考，勤于总结；
8.2课外阅读要求

   学会查阅资料，要认真完成作业，勤于动手，做好每一个实验，认真对待每一个计算步骤；
8.3课堂讨论要求

有问题及时提问，及时解决
8.4课程实践要求

掌握优化算法的编程实现方法。

9．课程考核方式及评分规程
9.1出勤（迟到、早退等）、作业、报告等的要求

按时上课，不迟到，不早退，有事（病）请假

按时完成作业

9.2成绩的构成与评分规则说明

平时成绩（30%）：出勤，作业，期中考试

考试成绩（70%）：考虑开卷

9.3考试形式及说明（含补考）

试行开卷考试

10．学术诚信规定

10.1考试违规与作弊

诚信考试 严禁作弊

10.2杜撰数据、信息等

为人诚实，诚信

10.3学术剽窃等

严禁剽窃他们成果

11．课堂规范

11.1课堂纪律

遵守课堂纪律，不迟到，不旷课，按时交作业

11.2课堂礼仪

上课认真听讲，不准吃东西，玩手机

12．课程资源

12.1教材与参考书

孙文瑜，徐成贤，朱德通：最优化方法，北京：高等教育出版社

12.2专业学术著作

1.蒋金山，何春雄，潘少华：最优化计算方法，广州：华南理工大学出版社，2007年10月。

2.谢政，李建平，汤泽滢：非线性最优化。长沙：国防科技大学出版社，2003年9月。

3.李董辉等 ：数值最优化。北京：科学出版社，2005年。

4.谢政，李建平，陈挚：非线性最优化理论与方法。北京：高等教育出版社，2010年1月。

12.3专业刊物

12.4网络课程资源

12.5课外阅读资源

解可新 、韩健、林友联：最优化方法（修订版），天津大学出版社，2004年8月。

13．教学合约

13.1阅读课程实施大纲，理解其内容

13.2同意遵守课程实施大纲中阐述的标准和期望

其他说明
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